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iÂâåäåíèå�åøåíèå ãåî�èçè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ ïðåäïîëàãàåò ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèåðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó èçìåðÿåìûìè âåëè-÷èíàìè è ïàðàìåòðàìè ãåî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è), à òàê-æå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îòíîñèòåëüíî äàííûõ è ìîäåëåé. Â ãåî�èçè÷åñêîìàíàëèçå î÷åíü âàæåí âûáîð ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Òàêàÿ ìîäåëüäîëæíà àäåêâàòíî îïèñûâàòü ñâÿçü ìåæäó èçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè è ïàðàìåò-ðàìè ãåî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Êðîìå ýòîãî î÷åíü âàæíî îïðåäåëèòü îáùåå ÷èñëîïàðàìåòðîâ è âûäåëèòü òå ïàðàìåòðû, èçìåíåíèå êîòîðûõ íàèáîëåå ñèëüíî âëèÿ-åò íà èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû. Åñòåñòâåííî, ÷òî ìîäåëü îïèñûâàþùàÿ ñâÿçü ìåæäóèçìåðÿåìûìè âåëè÷èíàìè è ïàðàìåòðàìè ãåî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿòèïîì ðåøàåìîé çàäà÷è è ãåîëîãè÷åñêèìè (ãåî�èçè÷åñêèìè) õàðàêòåðèñòèêàìèðàéîíà èññëåäîâàíèé. Ïðè çàäàííûõ ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé ðåøåíèå îáðàòíîéçàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ãåîëîãè÷åñêîé (ãåî�èçè÷åñêîé) ìîäåëè, êî-òîðàÿ íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé. Ôàêòè÷åñêèîáðàùåíèå ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêèõ ãåî�èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äî-ñòàâëÿþò íàèëó÷øåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,âûáîð ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êàê äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, òàê è äëÿ ååîáðàùåíèÿ. Ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå ïðè ýòîì èìååò �èçè÷åñêîå îáîñíîâàíèåðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îáû÷íî áûâà-þò èñêàæåíû ðàçëè÷íîãî ðîäà �àêòîðàìè íå ïîääàþùèìèñÿ ó÷åòó. Êðîìå ýòî-ãî, âñåãäà èìååòñÿ ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðåàëüíûìè �èçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè èîïèñûâàþùèìè èõ ìîäåëÿìè. Âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþîáðàòíûõ çàäà÷ êàê ðàç è ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ðàñõîæäåíèé ìåæäó ìî-äåëüíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ÷å-ëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òàê, íàïðèìåð, ñëåäîâàòåëü äîëæåí âîññòàíîâèòü êàð-òèíó ïðåñòóïëåíèÿ ïî ðÿäó êîñâåííûõ óëèê. Êàðäèîëîã - îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèåñåðäöà áîëüíîãî ïî êàðäèîãðàììå. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ â ìåäèöèíå äëÿ âîñ-ñòàíîâëåíèÿ îáðàçîâ ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé òåëà ÷åëîâåêà ïðèìåíÿþòñÿ òîìîãðà�è-÷åñêèå ìåòîäû. Òîìîãðà�è÷åñêèå ìåòîäû äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ý��åêòèâ-íîñòü è ãåî�èçèêå ïðè èçó÷åíèè âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ Çåìëè, èñïîëüçóÿ ãåî�è-çè÷åñêèå äàííûå, ïîëó÷åííûå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè è â ñêâàæèíàõ.Îáðàòíûå çàäà÷è èìåþò ìíîãî îáùèõ îñîáåííîñòåé è áëèçêèå ìåòîäû ðåøå-íèé âíå çàâèñèìîñòè îò �èçè÷åñêîé ïðèðîäû ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé:� Îáðàòíûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè, ò.å. íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ âîâõîäíûõ äàííûõ ìîãóò ïðèâîäèòü ê áîëüøèì îòêëîíåíèÿì â ðåøåíèè.� �åøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè, ò.å. èñ-õîäíûå äàííûå íå ñîäåðæàò äîñòàòî÷íîé èí�îðìàöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèí-ñòâåííîãî ðåøåíèÿ.� Ñàìàÿ âàæíàÿ îñîáåííîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ � ïðèñóòñòâèå ñëó÷àéíîãî øóìà



ii â ðåàëüíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ äàííûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìå-íåíèÿ âåðîÿòíîñòíî ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ î÷åíü âàæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå:Ïîñòðîåíèå ìîäåëè èçìåðåíèé.�îëü àïðèîðíîé èí�îðìàöèè â ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è.Ìåòîä ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé ãåî�èçè÷åñêîé çàäà÷è.Êà÷åñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è.Â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîãî êóðñà ìû õîòåëè ïîëó÷èòü îòâåòû íà ýòè è ìíîãèå äðó-ãèå ïðîáëåìû.Îñòàâàÿñü íà ïðèíöèïàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èíòåðïðåòàöèè ãåî�èçè-÷åñêèõ äàííûõ ìû äàäèì íàèáîëåå âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿîáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ ïðîáëåì è ðàññìîòðèì èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ïðåäëàãàåìîãî êóðñà:Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, �îðìóëà Áàé-åñà, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (íîðìàëüíîå, ðàâíîìåðíîå, Ëàïëàñà è ò.ä.), ÷è-ñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ìàäèàíà, äèñ-ïåðñèÿ, êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, äîâåðèòåëüíûé èí-òåðâàë).Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿ. Èí�îðìàöèÿ Øåííîíà è èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà,ìàòðèöà èí�îðìàöèè Ôèøåðà.Ñëó÷àéíûå �óíêöèè è èõ ñâîéñòâà. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû è âðåìåííûå ðÿ-äû, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ è âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèè, ñïåêòð ìîùíîñòè èêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ.Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Âûáîðêà, îöåíêà, ðîáàñòíîå îöåíè-âàíèå, íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà.Ìîäåëè èçìåðåíèè. Ïðîñòðàíñòâî ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ èñêîìûõ ïà-ðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ñêîðîñòè P- è S-âîëí, ïëîòíîñòè, óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè èò.ä; ïîñòðîåíèå ìîäåëè äàííûõ èçìåðåíèé; ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõçàäà÷; âëèÿíèå îøèáîê â âûáîðå ìîäåëè è îøèáîê èçìåðåíèÿ; ââåäåíèå àïðèîð-íîé èí�îðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.�åøåíèå îáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷: ëèíåéíûå ìîäåëè. Ìåòîäûîöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè ðåøåíèåì ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷: ìåòîä íàèìåíüøèõêâàäðàòîâ, ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ñèíãóëÿðíûé àíàëèç, ìåòîäíàèìåíüøèõ ìîäóëåé, ìåòîä Áàéåñà, ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè è ó÷åò àïðèîðíîéèí�îðìàöèè.



iii�åøåíèå îáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷: íåëèíåéíûå ìîäåëè. Ìåòî-äû îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷: ìåòîä Íüþòîíà, ìåòîäÍüþòîíà�Ëåêàìà, ïðîöåäóðû ëèíåàðèçàöèè, âûáîð âåêòîðà íà÷àëüíûõ ïàðàìåò-ðîâ, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì.Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëè. Ïðîâåðêà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãè-ïîòåç, êðèòåðèé îòíîøåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé, çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèã-íàëîâ.Ëó÷åâàÿ ãåî�èçè÷åñêàÿ òîìîãðà�èÿ. Ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿ: ïðåîáðàçîâàíèå�àäîíà, ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà, îáðàòíîå ïðîåöèðîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé ìå-òîä, ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà, âîññòàíîâëåíèå ìåäëåííîñòè è êîý��èöèåíòà ïî-ãëîùåíèÿ.Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ. Ìåòîä âîçìóùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî âîëíîâî-ãî óðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ Áîðíà, òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë, àëãîðèòìðåêîíñòðóêöèè.Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèç è îáðàáîòêà âðåìåííûõ ðÿäîâ. Àíàëèç è âû-áîð ãëàâíûõ êîìïîíåíò.Ïðåäëîæåííûé êóðñ ëåêöèé èëëþñòðèðóåòñÿ êîìïüþòåðíûìè ïðèìåðàìè èêîìïüþòåðíûìè óïðàæíåíèìè.



iv



�ëàâà 1Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé�åî�èçè÷åñêèå èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àé-íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Öåëüþ ãåî�èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåêàê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Çåìëè, òàê è èõ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, ïðî-âåðêà ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâîâàíèÿ òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâèëè ñîñòîÿíèé îáúåêòîâ.1.1 Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòèÎñíîâíûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî ñîáû-òèÿ. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ èëè ýêñïåðèìåíòà.Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò òåîðèè âåðî-ÿòíîñòåé.1.1.1 Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèéÑ äàííûì îïûòîì ñâÿçàíî ìíîæåñòâî 
 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé !i (i = 1; : : : ; n)
 = f!1; !2; : : : ; !ng;òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå îïûòà ïîÿâëÿåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå.Ïðèìåð 1: Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû: �îðåë è ðåøåòêà� 
 = fH; Tg.Ïðèìåð 2: n ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû:
 = f! : ! = (a1; a2; : : : ; an); ai = fH; Tgg:Îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ N(
) = 2n:Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìèÌíîæåñòâî A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 
 åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Aÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà 
, A � 
 (ñì. ðèñ. 1.1). Ìíîæåñòâî íå ñîäåð-æàùåå ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ ;. Â òåîðèèâåðîÿòíîñòåé ìíîæåñòâî ; íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì, à ìíîæåñòâî 
� äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì. 1



2 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

�èñ. 1.1: Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà 
.�àâåíñòâî ìíîæåñòâ. Ìíîæåñòâî A1 ðàâíî ìíîæåñòâó A2 åñëè, è òîëüêî åñëè,êàæäûé ýëåìåíò èç A1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì A2 è êàæäûé ýëåìåíò èç A2 ÿâëÿåòñÿýëåìåíòîì èç A1 (ñì. ðèñ. 1.2):A1 = A2 ( A1 � A2 è A2 � A1:

�èñ. 1.2: Ìíîæåñòâî A1 ðàâíî ìíîæåñòâó A2.Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Ïðîèçâåäåíèåì èëè ïåðåñå÷åíèåìA1 �A2 = A1 \ A2 = f! 2 
 : ! 2 A1 and ! 2 A2gäâóõ ìíîæåñòâ A1 è A2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáùèõ äëÿ ìíîæåñòâàA1 è ìíîæåñòâà A2 ýëåìåíòîâ (ñì. ðèñ. 1.3)A1 � A2 = A2 � A1; A1 � ;; A1 � 
 = A1:Ìíîæåñòâà A1 è A2 íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè (èëè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ), åñëèîíè íå èìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâ A1 � A2 = ;:



1.1. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè 3Ìíîæåñòâà A1; A2; : : : íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè ëþáûå äâà ìíîæåñòâà íåèìåþò îáùèõ ýëåìåíòîâAi �Aj = ; for every i; j; i 6= j:

�èñ. 1.3: Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ.Îáúåäèíåíèå. ÎáúåäèíåíèåìA1 [ A2 = f! 2 
 : ! 2 A1 èëè ! 2 A2gäâóõ ìíîæåñòâ A1 è A2 íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàä-ëåæàùèõ ìíîæåñòâó A1 è ìíîæåñòâó A2, âêëþ÷àÿ îáùèå äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâýëåìåíòû (ñì. ðèñ. 1.4). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâàA1 [ A2 = A2 [ A1; A1 [ A1 = A1; A1 [ ; = A1; A1 [ 
 = 
:ÅñëèA1 \A2 = ;, òî, â ñëó÷àå îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, âìåñòî çíàêà [ èñïîëüçóþòçíàê + è íàçûâàþò îáúåäèíåíèå ñóììîé.

�èñ. 1.4: Îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.



4 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéÄîïîëíåíèå. Äîïîëíåíèå �A ìíîæåñòâà A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, ñîñòî-ÿùåå èç âñåõ èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 
, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâóA (ñì. ðèñ. 1.5). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà�A = 
 n A = 
� A; �A �A = �A \ A = ;;�; = 
; �
 = ;; A+ �A = 
:

�èñ. 1.5: Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî �A.�àçíîñòü. �àçíîñòüþ A1 � A2 ìíîæåñòâ A1 è A2 íàçûâàþò ìíîæåñòâî ñîñòîÿ-ùåå èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A1, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A2(ñì. ðèñ. 1.6). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâàA� ; = A; A� �A = ;; 
� A = �A:

�èñ. 1.6: �àçíîñòü äâóõ ìíîæåñòâ.Çàêîí ÌîðãàíàËåãêî ïîêàçàòü, ÷òîA1 [ A2 = �A1 � �A2; (A1 � A2) = �A1 [ �A2:



1.1. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè 5Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ ìû çàìåíÿåì ñóììó ïðîèçâåäåíèåì, ïðîèçâåäåíèå� ñóììîé, è ìíîæåñòâà èõ äîïîëíåíèåì. �àâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ (ñì. ðèñ. 1.7).Ìíîæåñòâî 
 íàçûâàþò äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì Ïóñòîå ìíîæåñòâî ; íàçûâàþò

�èñ. 1.7: Èëëþñòðàöèÿ çàêîíà Ìîðãàíà.íåâîçìîæíûì ñîáûòèåì.Àëãåáðà ñîáûòèéÌíîæåñòâî A, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:1. 
 2 A.2. ; 2 A.3. Åñëè A 2 A, òî �A 2 A.4. Åñëè A1 2 A è A2 2 A, òî A1 [ A2 2 A è A1 \ A2 2 A; òî A íàçûâàåòñÿàëãåáðîé ñîáûòèé.1.1.2 Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.1. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � 
.2. Ìíîæåñòâî ñîáûòèé � àëãåáðà ñîáûòèé A.3. Âåðîÿòíîñòü èñõîäîâ (Àêñèîìû âåðîÿòíîñòè).Àêñèîìà 1: Âåùåñòâåííîå ÷èñëî P (!i) � 0, çàäàíî äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ!i 2 
 (i = 1; 2; : : : ; n). P (!i) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ !i.Àêñèîìà 2: Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå, P (
) = 1.Àêñèîìà 3: Åñëè !1; !2; : : : åñòü ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïåðåñåêà-þùèõñÿ !i \ !j = ; for i 6= j ñîáûòèé, ïðèíàäëåæàùàÿ 
, òîP (!1 [ !2 [ : : :) = P (!1) + P (!2) + : : : :Íîðìèðîâêà: p(!1) + p(!2) + : : :+ p(!n) = 1.



6 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéÂåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A 2 A åñòüP (A) = Xfi:!i2Ag p(!i):Ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ (
;A; P ) íàçûâàþò ïîëåì âåðîÿòíîñòåé1.1.3 Îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòèÈç ðàññìîòðåííûõ âûøå àêñèîì ìîæíî ïîëó÷èòü:1. P (;) = 0.2. P (
) = 1.3. P (A1 [ A2) = P (A1) + P (A2)� P (A1 \ A2).Åñëè (A1 \ A2) = ;, òî P (A1 + A2) = P (A1) + P (A2):Åñëè A1; A2; : : : ; An âçàèìíî íåçàâèñèìû, òîP  nXi=1 Ai! = nXi=1 P (Ai):Â îáùåì ñëó÷àå:P  n[i=1Ai! = nXi=1 P (Ai)� nXi=1 nXj=1 P (AiAj) ++ nXi=1 nXj=1 nXk=1 P (AiAjAk) + : : :+ (�1)n�1P (A1A2 : : : An):4. Åñëè A1 � A2, òî P (A1) � P (A2), P (A2) = P (A1) + P (A2 �A1) � P (A1).5. P ( �A) = 1� P (A), A+ �A = 
, A �A = ;,P (A+ �A) = P (A) + P ( �A)� P (A �A) = 1.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîáûòèé A1; A2; : : : ; An ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîP  n[i=1Ai! � nXi=1 P (Ai):1.1.4 ×àñòîòíîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòèÝêñïåðèìåíò ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç. Åñëè ñîáûòèå A ðåàëèçóåòñÿ nA ðàç, òîãäà âåðî-ÿòíîñòü P (A) ñîáûòèÿ nA îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû nA=nðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ A: P (A) = limn!1 nAn :Íàïðèìåð, åñëè ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ n ðàç è �îðåë� âûïàäàåò nh ðàç, òî âåðî-ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ �îðëà� åñòü ïðåäåë nh=n.



1.1. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè 71.1.5 Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèåÂåðîÿòíîñòü P (A) ñîáûòèÿ A íàõîäèòñÿ �àïðèîðè� áåç ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàïóòåì ïîäñ÷åòà îáùåãî ÷èñëà n âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Åñëè ñîáûòèå A ïîÿâëÿåòñÿnA ðàç, òî âåðîÿòíîñòü P (A) äàåòñÿ �îðìóëîéP (A) = nAn ;ãäå nA åñòü ÷èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ äëÿ ñîáûòèÿ A. Âåðîÿòíîñòü P (A)ðàâíà îòíîøåíèþ áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ê îáùåìó ÷èñëó èñõîäîâ.Ïðèìåð: Ïðè îäíîêðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè âîçìîæíûìè èñõî-äàìè ÿâëÿþòñÿ 1; 2; 3; 4; 5; 6. Âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ �÷åòíûõ� ÷èñåë 2; 4; 6ðàâíà P (\÷åòíûå00) = 3=6.1.1.6 �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèåÂàæíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâà ñîáûòèé ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííàÿ îñü èëè ÷àñòü âå-ùåñòâåííîé îñè.Â îáùåì ñëó÷àå, ïîäîáíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìèðàçëè÷íîé ìåðíîñòè (1-D, 2-D è 3-D) (ñì. ðèñ. 1.8).

�èñ. 1.8: �åîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.1.1.7 Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ñî-áûòèéÈíîãäà íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ ïðè óñëîâèè,÷òî ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèåÏóñòü âåðîÿòíîñòü P (A2) ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A2 íå ðàâíà íóëþ, òîãäà óñëîâ-íàÿ âåðîÿòíîñòü P (A1=A2) ñîáûòèÿ A1, ïðè óñëîâèè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ A2äàåòñÿ îòíîøåíèåì P (A1=A2) = P (A1A2)P (A2) with P (A2) > 0;



8 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéïðè ýòîì P (A1A2) = P (A2)P (A1=A2):Åñëè ñîáûòèå A1 íå çàâèñèò îò ñîáûòèÿ A2, òîãäàP (A1=A2) = P (A1)è P (A1A2) = P (A1)P (A2):Äëÿ íåçàâèñèìû ñîáûòèé A1; A2; : : : ; An ñïðàâåäëèâîP (A1A2 : : : An) = P (A1)P (A2) : : : P (An):1.1.8 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòèÏóñòü èìååòñÿ n âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñîáûòèéB1; B2; : : : ; Bn;ñóìà êîòîðûõ ðàâíà äîñòîâåðíîìó ñîáûòèþ 
BiBj = ;; i 6= j; i; j = 1; 2; : : : ; n;B1 +B2 + : : :+Bn = 
:Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ñîáûòèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîP (A) = P (A=B1)P (B1) + � � �+ P (A=Bn)P (Bn):Äîêàçàòåëüñòâî: Ò.ê. A = A
, òî èçA = A(B1 + : : :+Bn) = AB1 + : : :+ ABn and (ABi)(ABj) = ;ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâîP (A) = P (AB1) + : : :+ P (ABn):Ó÷èòûâàÿ P (ABi) = P (A=Bi)P (Bi);ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî P (A) = nXi=1 P (A=Bi)P (Bi):



1.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 91.1.9 Òåîðåìà ÁàéåñàÏîêàæåì, ÷òî P (Bi=A) = P (A=Bi)P (Bi)nPi=1P (Bi)P (A=Bi) ;ãäå ñîáûòèÿ Bi óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì BiBj = ; åñëè Bi 6= Bj, Pni=1Bi = 
.Ýòî �îðìóëà ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P (Bi=A) ñî-áûòèÿ Bi ÷åðåç (àïðèîðíóþ) âåðîÿòíîñòü P (Bi) è óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü P (A=Bi).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ìû èìååìP (BiA) = P (A)P (Bi=A) = P (Bi)P (A=Bi):Òîãäà P (Bi=A) = P (Bi)P (A=Bi)P (A) :1.2 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ1.2.1 Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿÂåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ � = �(!i), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëå âåðîÿòíîñòåé (
;A; P )íà ìíîæåñòâå 
 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé e !i íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé,åñëè äëÿ êàæäîãî � 2 R ñîáûòèå, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì �(!i) < x, ïðèíàäëå-æèò ñëó÷àéíîìó ñîáûòèþ èç A.Ïðèìåð: Ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû: !1 = HH, !2 = HT , !3 = TH, !4 = TT ,�(!1) = 2, �(!2) = 2, �(!3) = 1, �(!4) = 0.P�(xi) = Pf! : �(!) = xig; xi 2 X:Äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ fP�(x1); : : : ; P�(xn)g íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðî-ÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé � (ñì. ðèñ. 1.9).

�èñ. 1.9: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.



10 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé1.2.2 Îïðåäåëåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿÄëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x, ìíîæåñòâî f�(!) � xg ñîñòîèò èç èç âñåõ ñîáûòèé !,òàêèõ, ÷òî �(!) � x. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü òàêèõ ñîáûòèé Pf�(!) � xg çàâèñèòîò x, ò. å. ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò x. Îáîçíà÷àÿ òàêóþ �óíêöèþ êàêF�(x) = Pf! : �(!) � xg:Ôóíêöèÿ F�(x), îïðåäåëåííàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè x îò �1 äî 1, íàçûâà-åòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé � (ñì. ðèñ. 1.10).

�èñ. 1.10: Ïðèìåð �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà).Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì (ñì. ðèñ. 1.11)F�(x) = Xfi:xi�xgP�(xi);ãäå P�(xi) = F�(xi)� F�(x�i ); F�(x�i ) = limy!xi F�(y)è äëÿ x1 < x2 < : : : < xi�1 < xiF�(x0)jx0<x1 = 0; P�(xi) = F�(xi)� F�(xi�1):1.2.3 Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿÔóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. F�(�1) = 0, F�(1) = 1.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � íåâîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ:F (x1) � F (x2) for x1 < x2:3. Åñëè � < �, òî P�(� < � � �) = F�(�)� F�(�):



1.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 11

�èñ. 1.11: Ïðèìåð �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà).1.2.4 Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåéÏðîèçâîäíàÿ îò f�(x) = dF�(x)dx�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F�(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîéïåðåìåííîé �.Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.1. Èç ìîíîòîííîñòè F�(x) ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü f�(x):f�(x) � 0:2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé åñòü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F�(x) = xZ�1 f�(y)dy;ñëåäîâàòåëüíî F�(x2)� F�(x1) = x2Zx1 f�(x)dx:3. 1Z�1 f�(x)dx = F�(1)� F�(�1) = 1:4. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ x1 < � � x2 åñòü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé(ñì. ðèñ. 1.12) P (x1 < � � x2) = x2Zx1 f�(x)dx:



12 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

�èñ. 1.12: Âåðîÿòíîñòü åñòü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé.Åñëè �x äîñòàòî÷íî ìàëûé èíòåðâàë, òîP (x < � � x +�x) ' f(x)�x:Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ïðåäåëf(x) = lim�x!0 P (x < � � x +�x)�x :Îòìåòèì, ÷òî P (� = x) = 0.1.2.5 Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ�óíêöèè, çàâèñÿùåé îò ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîéÎïðåäåëèì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f�(y) ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé� = '(�)â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f�(x) of �. Ôóíêöèÿ '(�) íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìà è ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî ñâîåãî àðãóìåíòà�.Ïóñòü  � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèè ', òîãäà ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòè ìîæíî çàïèñàòüf�(y) = f�( (y))j 0(y)j:Äëÿ � < y f�1(y);�2(y); : : : ;�n(y)g �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà â âèäå (ñì. ðèñ. 1.13)F�(y) = Pf! : �(!) � yg == Pf! : (�(!) 2 �1(y) + �(!) 2 �2(y) + : : :)g == Xi Pf! : �(!) 2 �i(y)g:Ïðèìåð: Åñëè ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ � èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå� 2 N(m�; �2� ); f�(x) = exp�� (x�m�)22�2� �p2��� ;
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�èñ. 1.13: Èëëþñòðàöèÿ çàìåíû ïåðåìåííîé.òîãäà ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ � = a1 + a2� èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:f�(y) = 1ja2j��p2� exp�� [y � (a2m� + a1)℄22ja2j2�2� �;m� = a2m� + a1; �� = ja2j�� (f�(y) = N(m�; �2�));ò.ê. f�(y) = f�( (y))j 0(y)j;  (y) = (y � a1)=a2; j 0(y)j = 1=ja2j:1.2.6 Ñëó÷àéíûå âåêòîðûÎäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ ~�(!i) = (�1(!i); : : : ; �m(!i)) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, îïðåäå-ëåííàÿ íà ìíîæåñòâå set 
 (íà ïîëå âåðîÿòíîñòåé (
;A; P )) ýëåìåíòàðíûõ ñî-áûòèé !i íàçûâàåòñÿ m-ìåðíûì ñëó÷àéíûì âåêòîðîì. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿñëó÷àéíîãî âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìF�(x1; : : : ; xm) = Pf! : �1(!) � x1; : : : ; �m(!) � xmg:Ïóñòü äàíû äâå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå (�; �). Ñîâìåñòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå-íèÿ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ � è � îïðåäåëÿåòñÿ êàêF��(x; y) = Pf! : �(!) � x; �(!) � yg:Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:1. x2 > x1, F��(x2; y) � F��(x1; y), y2 > y1, F��(x; y2) � F��(x; y1).2. F��(x;�1) = F��(�1; y) = F��(�1;�1) = 0.3. F��(x;+1) = F�(x), F��(+1; y) = F�(y), F��(+1;+1) = 1.Ôóíêöèÿ f��(x; y) = �2F��(x; y)�x�y



14 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéíàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ (�(!); �(!) 2D) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåPf! : (�(!); �(!)) 2 Dg = ZZD f��(x; y)dxdyè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàêF��(x; y) = xZ�1 yZ�1 f��(p; q)dpdq:Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:1. f��(x; y) � 0.2. R1R�1 f��(x; y)dxdy = 1.1.2.7 Ìàðãèíàëüíûå è óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿÌàðãèíàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �F�(x) = F��(x;1); F�(y) = F��(1; y);F�(x) = xZ�1 1Z�1 f(p; q)dpdq; F�(y) = 1Z�1 yZ�1 f(p; q)dpdqè ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:f�(x) = F 0�(x) = 1Z�1 f(x; y)dy; f�(y) = F 0�(y) = 1Z�1 f(x; y)dxÓñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (ñì. ðèñ. 1.14):f�=�(x=y) = f��(x; y)f�(y) = f��(x; y)1R�1 f��(x; y)dx;f�=�(y=x) = f��(x; y)f�(x) = f��(x; y)1R�1 f��(x; y)dy ;f��(x; y) = f�(y)f�=�(x=y) = f�(x)f�=�(y=x):Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ñïðàâåäëèâû ñëå-äóþùèå ñîîòíîøåíèÿf�=�(x=y) = f�(x); f�=� = f�(y); f��(x; y) = f�(x)f�(y):
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�èñ. 1.14: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîâìåñòíîé è óñëîâíîé ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè.(a) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè; (b) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Àíàëîã �îðìóëû Áàéåñà: f�=�(x; y) = f�(x)f�=�(y=x)1R�1 f��(x; y)dx :1.2.8 Ñîâìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéÄâå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå (�; �) îïèñûâàþòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f��(x; y)è ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ � = '(�; �) èìååò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F�(z) (ñì.ðèñ. 1.15): F�(z) = Pf! : �(!) < zg = Pf! : '(�(!); �(!)) < zg;F�(z) = Pf! : (�; �) 2 Dg = Z ZD(z) f��(x; y)dxdy:

�èñ. 1.15: Èëëþñòðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ñîâìåñòíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.Ïðèìåð 1: �àññìîòðèì âàæíûé ïðèìåð �óíêöèè äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ.Ïóñòü � = � + �. Â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ F�(z), îáëàñòü D(z) íà ïëîñêîñòè



16 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé(x; y), çàäàåòñÿ êàê x+ y < z;(ñì. ðèñ. 1.16), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò ëèíèèx+ y = z. Äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿF�(z) = Z ZD(z) f��(x; y)dxdy = 1Z�1 z�xZ�1 f��(x; y)dxdy == 1Z�1� z�xZ�1 f��(x; y)dy�dxïî z, ïîëó÷èìf�(z) = 1Z�1 f��(x; z � x)dx or f�(z) = 1Z�1 f��(z � y; y)dy:Åñëè � è � � íàçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå, òîãäà ïëîòíîñòü âåðî-

�èñ. 1.16: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè (x; y).ÿòíîñòè èõ ñóììû � = � + � ðàâíà ñâåðòêå èõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåéf�(z) = 1Z�1 f�(x)f�(z � x)dx; f�(z) = 1Z�1 f�(z � y)f�(y)dy;or f�(z) = f� � f�:Ïðèìåð 2: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå � è � èìåþò íîðìàëüíûåðàñïðåäåëåíèÿ� 2 N(m�; �2� ); f�(x) = 1��p2� exp��(x�m�)22�2� �;� 2 N(m�; �2�); f�(y) = 1��p2� exp��(y �m�)22�2� �:



1.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 17Ïóñòü � = � + �. Íàéäåì �óíêöèþ f�(z).Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f�(z) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîéf�(z) = 1Z�1 f�(x)f�(z � x)dx;
f�(z) = 12����� 1Z�1 exp��(x�m�)22�2� � (z � x�m�)22�2� �dx;f�(z) = 12����� 1Z�1 exp(�a2x2 + 2a1x� a0)dx;a2 = 12 �2� + �2����� ; a1 = m�2�2� + z �m�2�2� ; a0 = m2�2�2� + (z �m�)22�2� ;1Z�1 exp(�a2x2 + 2a1x� a0)dx =r �a2 exp��a2a0 � a21a2 �è ïîëó÷èì f�(z) = 1p2�q�2� + �2� exp�� [z � (m� +m�)℄22(�2� + �2�) �;ò.å.� 2 N(m� ; �2� ), m� = m� +m�, �2� = �2� + �2� .1.3 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ìîìåíòû ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èíÏóñòü çàäàíî ïîëå âåðîÿòíîñòåé (
;A; P ) è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �(!) ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ X = fx1; : : : ; xng. Ñâÿçü ìåæäó ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì Ai = f! : �(!) =xig (i = 1; : : : ; n) è çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �(!) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì �(!) = nXi=1 xiI(Ai); I(Ai) = � 1 ! 2 Ai;0 ! 62 Ai:1.3.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷å-íèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé ñ ó÷åòîì èõ âåðîÿòíîñòåé. Åñëè � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àé-íàÿ âåëè÷èíà, óñðåäíåíèå xi ñ âåðîÿòíîñòüþ P (Ai) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëå



18 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéas M� = nXi=1 xiP (Ai); Ai = f! : �(!) = xig; P�(xi) = P (Ai);M� = nXi=1 xiP�(xi); � 2 R1:Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � äàåòñÿ èíòåãðà-ëîì âèäà M� = 1Z�1 xf�(x)dx;ãäå f�(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè � (ñì. ðèñ. 1.17).

�èñ. 1.17: Ïðèìåð ãðà�è÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîåîòêëîíåíèå: ��1 = ��2 = ��3 = 0:5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: m�1 = �0:5, m�2 = 0:5,m�3 = 1:5.Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ� � � 0, M� � 0.� M(a� + b�) = aM� + bM�.� � � �, M� �M�.� jM�j �M j�j.� Åñëè � and � � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäàM(� ��) =M� �M�.� (M j��j)2 �M�2 �M�2 � íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.� M'(�) =Pi '(xi)P�(xi), M'(�) = R1�1 '(x)f�(x)dx.



1.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 191.3.2 ÄèñïåðñèÿÀíàëîãîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M� ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ öåíòðìàññ (öåíòð òÿæåñòè) �íåêîòîðîãî òåëà� ñ �óíêöèåé ïëîòíîñòè f(x). Äðóãàÿ âàæ-íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � äèñïåðñèÿ �2 îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéâèäà �(!) : D� =M(� �M�)2; �� =pD�:Àíàëîãîì äèñïåðñèè ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îáëàäàþ-ùåé �âåðîÿòíîñòíîé ìàññîé�. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè îáîçíà÷àþò �� èíàçûâàþò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì èëè ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì (ïðèìåð íåêîð-ðåëèðîâàííîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ðàçëè÷íûìèñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèìè îòêëîíåíèÿìè äàí íà ðèñ. 1.18). Åñëè � äèñêðåòíàÿ ñëó-÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî �2� =Xi (xi �M�)2P�(xi):

�èñ. 1.18: Ïðèìåð íåêîððåëèðîâàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ íîðìàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ(b) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (a). Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèåîòêëîíåíèÿ: ��1 = 0:5 ��2 = 1:5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå: m�1 = m�2 = 0.1.3.3 Ñâîéñòâà äèñïåðñèè è êîý��èöèåíòîâ êîððåëÿöèè� D� =M�2 � (M�)2,D� =M(� �M�)2 =M�2 � 2(M�)2 + (M�)2 =M�2 � (M�)2.� D(�) � 0.� D(a1 + a2�) = a22D�,D(a1 + a2�) =M(a1 + a2� � a1 � a2M�)2 = a22M(� �M�)2 = a22D�.� D(� + �) = D� +D� + 2R��,D(� + �) =M((� �M�) + (� �M�))2 ==M(� �M�)2 +M(� �M�)2 + 2M(� �M�)(� �M�) = D� +D� + 2R��,ãäå R�� = 
ov(�; �) = M(� �M�)(� �M�) � êîý��èöèåíò êîâàðèàöèè and



20 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåér(�; �) = r�� = 
ov(�; �)=(pD�pD�) = R��=���� �êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè(�1 � r�� � 1) (ñì. ðèñ. 1.19).Ïóñòü ñ.â. � ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé ñ.â. �� = a1� + a2:Ïî îïðåäåëåíèþ êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè, ìîæíî çàïèñàòür�� = M(� �M�)(a1� + a2 � a1M� � a2)=��ja1j�� == a1ja1jD��2� = a1ja1j :Åñëè a1 > 0, òî r�� = 1. Åñëè a1 < 0 òî r�� = �1.Åñëè ñ.â. � è � � íåçàâèñèìû, òî
ov(�; �) =M(� �M�) �M(� �M�) = (M� �M�)(M� �M�) = 0,òî â ýòîì ñëó÷àå D(� + �) = D� +D�.� M(� � �) =M� �M� +R��,R�� =M(� �M�)(� �M�) =M(��)�M�M� �M�M� +M�M� ==M(��)�M�M�. Åñëè ñ.â. � è � íåçàâèñèìû, òî M(��) =M�M�.

�èñ. 1.19: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âûáîðêè èç äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. � è �. M� =M� = 0; r�� = 0:75 � (a); r�� = �0:75 � (b); r�� = 1 �(
); r�� = 0 � (d). �àçìåð âûáîðêè � 100.



1.3. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 21� D( nPi=1 ai�i + a0) = nPi=1 a2iD�i + 2Pi<j aiajR�i�j ,D( nPi=1 ai�i + a0) =M( nPi=1 ai�i + a0 � nPi=1 aiM(�i) + a0)2 ==M( nPi=1 ai(�i �M�i))2 = nPi=1 a2iD�i + 2Pi<j aiajR�i�j .Åñëè ñ.â. �i è �j íåêîððåëèðîâàííû, òî D( nPi=1 ai�i + a0) = nPi=1 a2iD�i.� Ïóñòü � è � � íåçàâèñèìû ñ.â. D(��) = D�D� + (M�)2D� + (M�)2D�,D(��) =M(�� �M(��))2 =M(�� �M�M�)2 ==M(�2�2)� 2M(��)M�M� + (M�)2(M�)2 = M�2M�2 � (M�)2(M�)2 == (D�+(M�)2)(D�+(M�)2)� (M�)2(M�)2 = D�D�+(M�)2D�+(M�)2D�.1.3.4 ÊâàíòèëèÂåëè÷èíà xp, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåìP (� < xp) = F�(xp) = p; 0 < p < 1íàçûâàåòñÿ íèæíåé p-ïðîöåíòíîé òî÷êîé èëè p-îé êâàíòèëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ(ñì. ðèñ. 1.20). Ñîîòâåòñòâåííîé, âåðõíÿÿ p-ïðîöåíòíàÿ òî÷êà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

�èñ. 1.20: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ p -ïðîöåíòíàÿ òî÷êà. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:m� = 0, �� = 1.F�(x1�p) = 1� p = 1� Fx(xp):Âåëè÷èíà x1=2 íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé (ñì. ðèñ. 1.21). Âåëè÷èíû x1=4, x1=2, x3=4íàçûâàþòñÿ êâàðòèëÿìè è x0:1, x0:2, : : :, x0:9 íàçûâàþòñÿ äåöèëÿìè (ñì. ðèñ. 1.22).1.3.5 Õàðàêòåðèñòèêè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèÒî÷êà xmax, â êîòîðîé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ìîäîé (ñì. ðèñ. 1.23).



22 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé

�èñ. 1.21: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ìåäèàíà. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: m� = 0:5,�� = 0:5.

�èñ. 1.22: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è åå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè: êâàðòèëè (a) èäåöèëè (b). Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: m� = 0:5, �� = 0:5.
�èñ. 1.23: �àçíîìîäàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.Îòíîøåíèå ��=M� íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì âàðèàöèè. Âåëè÷èíà M j� �M�j íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì àáñîëþòíûì îòêëîíåíèåì. �àçíîñòü êâàðòèëåé x3=4 �x1=4 íàçûâàåòñÿ èíòåðêâàðòèëüíîé øèðîòîé (ñì. ðèñ. 1.24).Ìîäóëü ðàçíîñòè jxmax � xminj íàçûâàåòñÿ ðàçìàõîì P�(xi) (ñì. ðèñ. 1.25).Ìîìåíòû îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. � îïðåäåëÿåò òîëüêî �öåíòð ìàññ� ïëîòíîñòè âå-ðîÿòíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ìîìåíòîì ïåðâîãîïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �. Íà÷àëüíûå ìîìåíòû äðóãèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿ-
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�èñ. 1.24: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è èíòåðêâàðòèëüíàÿ øèðîòà. Íîðìàëüíîåðàñïðåäåëåíèå: m� = 0:5, �� = 0:5.

�èñ. 1.25: �àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé è åãî ðàçìàõ.þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì �s =M�s = 1Z�1 xsf(x)dx:ßñíî, ÷òî �0 = 1, �1 =M� = m�. Âåëè÷èíû�s =M(� �M�)s = 1Z�1 (x�M�)sf(x)dxíàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà�0 = 1; �1 = 0; �2 = D� = �2 = �2 �m2� ; �3 = �3 � 3m��2 + 2m2� :Âåëè÷èíà 
1 = �3=�3íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì àñèììåòðèè (ñì. ðèñ. 1.26). Åñëè ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòè ñèììåòðè÷íà, òî êîý��èöèåíòà 
1 ðàâåí íóëþ. Âåëè÷èíà
2 = �4�4 � 3



24 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé
�èñ. 1.26: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è êîý��èöèåíò àñèììåòðèè.íàçûâàåòñÿ ýêñöåññîì (ñì. ðèñ. 1.27). Ýêñöåññ åñòü ìåðà îòêëîíåíèÿ ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòè f�(x) îò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòüïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òî ýêñöåññ ðàâåí íóëþ.

�èñ. 1.27: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ýêñöåññ.1.4 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè1.4.1 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèèÕàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ g(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � åñòü ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå (ñ îáðàòíûì çíàêîì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèf�(x).Îïðåäåëåíèå: Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ.â. � îïðåäåëÿåòñÿ êàêg(t) =M(exp(it�)):Åñëè � � íåïðåðûâíàÿ ñ.â., òîg(t) = 1Z�1 exp(itx)f�(x)dxè, åñëè � � äèñêðåòíàÿ ñ.â., òîg(t) = nXk=1 exp(itxk)P�(xk):



1.4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè 25Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f�(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç g(t) êàê èíòåãðàëf�(x) = 12� 1Z�1 exp(�itx)g(t)dt;(îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, �îðìóëà îáðàùåíèÿ).Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé1. Åñëè � and � � ñ.â., òàêèå, ÷òî � = a�, òî g�(t) = g�(at).Äîêàçàòåëüñòâî: g�(t) =M exp(it�) =M exp(ita�) =M exp(i(at)�) = g�(at).2. Ïóñòü �1; �2; : : : ; �n � íåçàâèñèìûå ñ.â. ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìèg�1(t); g�2(t); : : : ; g�n(t) and � = nPk=1 �k, òî g�(t) = nQk=1 g�k(t).Äîêàçàòåëüñòâî: g�(t) =M(exp(it�)) =M(exp(it nPk=1 �k)) ==M � nQk=1 exp(it�k)� = nQk=1 g�k(t).3. Åñëè � è � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè âåðîÿòíîñòåéf�(x) è f�(y) ñîîòâåòñòâåííî, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé è õàðàêòåðèñòè÷å-ñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � = � + � ðàâíû:f�(z) = f�(x) � f�(y)è (èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå)g�(t) = g�(t) � g�(t);ãäå f�(z) = 12� 1Z�1 g�(t) exp(�itz)dt:1.4.2 Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ìîìåíòîâÌîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ñâÿçü ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî îïðå-äåëÿþò ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ìîìåíòîâ. Ïóñòü � � ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f�(x). Òîãäà �óíêöèþ ��(t):��(t) =M(exp(�t)) = 1Z�1 exp(xt)f�(x)dxíàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �.



26 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéÌîìåíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïðîèçâîÿäÿùåé�óíêöèè ìîìåíòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä Òåéëîðà,ïîëó÷àåì:��(t) =Mh1 + �t+ (�t)22! + (�t)33! + : : :i = 1 + �1t+ �2 t22! + �3 t33! + : : : :Ïðèçâîäíûå �óíêöèè �s(t) ñâÿçàíû ñ ìîìåíòàìè �s. Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì�s��(t)�ts = 1Z�1 xs exp(xt)f�(x)dx; �s = �s��(t)�ts ����t=0 = 1Z�1 xsf�(x)dx:Äëÿ ñëó÷àÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ èìååì:��(t) = M(expf(� �m�)tg);��(t) = M�1 + (� �m�)t + (� �m�)2 t22! + : : :� == 1 + �2 t22! + �3 t33! + : : :è �s = �s��(t)�ts ����t=0 = Z 1�1(x�m�)sf�(x)dx:1.4.3 Ñåìèèíâàðèàíòû èëè êóìóëÿíòûÏóñòü � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ìîìåíòîâ ��(t). Ïðî-ëîãàðè�ìèðóåì ��(t)è, ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä, ïîïîëó÷àåìlog��(t) = {1t+ {2 t22! + {3 t33! + : : : ;ãäå ïîñòîÿííûå {s = �s�ts log��(t)����t=0íàçûâàþò ñåìèèíâàðèàíòàìè èëè êóìóëÿíòàìè ({1 = m�, {2 = D�, {3 = �3,{4 = �4 � 3�22).1.5 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû1.5.1 Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1; �2; : : : ; �n : : : : Âåðîÿò-íîñòü P (j�n � aj < ")! 1 ïðè n!1;òîãî, ÷òî j�n� aj ìåíüøå ëþáîãî çàäàííîãî ÷èñëà " > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü �n ñõîäèòñÿ ê a ïî âåðîÿòíîñòè.



1.5. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû 271.5.2 Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâàÏðåäïîëîæèì, ÷òî � � ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿò-íîñòåé f�(x), ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé D� è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m�, òîãäàâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P (j� �m�j � �) � D�=�2:Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîP (j� �m�j � �) = Zj��m�j�� f�(x)dx:Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü äèñïåðñèþ D� â âèäåD� = 1Z�1 (x�m�)2f�(x)dx = 1Z�1 jx�m�j2f�(x)dx �� Zjx�m�j�� jx�m�j2f�(x)dx � �2 Zjx�m�j�� f�(x)dx = �2P (j� �m�j � �):1.5.3 Òåîðåìà ×åáûøåâàÏóñòü � � ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ìàòåìàòè÷åñêè îæèäàíèåì m� è äèñïåðñèåé D�.�àññìîòðèì n ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � �1; �2; : : : ; �n. Ââåäåì ñëó÷àéíóþâåëè÷èíó � =Pni=1 �i=n (ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå)m� =M� = 1n nXi=1 M�i = 1nnm� = m�è äèñïåðñèþ D� = 1n2 nXi=1 D�i = D�n :Ìû ïîêàæåì, ÷òî � ñõîäèòñÿ ê m� ïî âåðîÿòíîñòè:P����� nPi=1 �in �m����� < "� > 1� Æ:Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïøåì íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ïðè � = "P (j� �m�j � ") � D�"2 = D�n"2 :Ââåäÿ Æ D�n"2 < Æ;



28 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéïîëó÷àåì P����� nPi=1 �in �m����� � "� � Æèëè P����� nPi=1 �in �m����� < "� > 1� Æ:1.5.4 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �1; �2; : : : ; �n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñïëîòíîñòÿìè âåðîÿòíîñòåé f�(x), ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m� è äèñïåðñèåé�2� , òîãäà �n =Pni=1 �i èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �i ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-íîé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �:g�(t) = [g�(t)℄n; where g�(t) = 1Z�1 exp(itx)f�(x)dx:�àñêëàäûâàÿ â ðÿä g�(t), ïîëó÷àåìg�(t) � g�(0) + g0�(0)t+ [g00� (0)=2 + �(t)℄t2;ãäå �(t)! 0 äëÿ t! 0, g�(0) = R1�1 f�(x)dx = 1,g0�(0) = 24 1Z�1 ix exp(itx)f�(x)dx35������t=0 = i 1Z�1 xf�(x)dx = im�:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m� = 0, òîãäà g0�(0) = 0, èg00� (0) = � 1Z�1 x2f�(x)dx = ��2;g�(t) = 1� h�2�2 � �(t)it2:Ââîäÿ �n = �n=�pn, ïîëó÷àåìg�(t) = g�� t��pn� = hg�� t��pn�inè g�(t) = n1� h�2�2 � �� t��pn�i t2��n2on:



1.6. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 29Îáîçíà÷àÿ � = h�2�2 � �� t��pn�i t2�2�nè âû÷èñëÿÿ ëîãàðè�ì �óíêöèè g�(t), ïîëó÷àåìln g�(t) = n ln(1� �):�àñêëàäûâàÿ â ðÿä ln(1� �) = � �� + �22! + �33! + � � ��ïðè n!1, ìîæåì çàïèñàòü ln(1� �)�� �:Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìlimn!1 ln g�n(t) = limn!1n(��) = limn!1(�t22 + �� t��pn� t2�2�) :Ïî îïðåäåëåíèþ �(t)! 0 for t! 0, ñëåäîâàòåëüíî:limn!1�� t��pn� = 0;è limn!1 ln g�n(t) = �t22 ;îòñþäà limn!1 g�n(t) = exp��t22 �è f�(x) = 12� 1Z�1 exp��t22 � exp (�itx) dt = 1p2� exp��x22 � :Òàêì îáðàçîì ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-äàíèåì m� = 0 è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì �� = 1.1.6 Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àé-íûõ âåëè÷èíÏóñòü � � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èçêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé x1; x2; : : : ; xn ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1; p2; : : : ; pn (Pni=1 pi =1, P (� = xi) = pi) (ñì. ðèñ. 1.28 è òàáë. 1.1).



30 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé� x1 x2 � � � xnP p1 p2 � � � pnÒàáëèöà 1.1: Òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

�èñ. 1.28: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.1.6.1 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�àññìîòðèì ýêñïåðèìåíò ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè èñõîäàìè, íàçîâå ýòè èñõîäû äãî-ïðèÿòíûì è íåáëàãîïðèÿòíûì. Ïóñòü p � âåðîÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà.Åñëè òàêîé ýêñïåðèìåíò ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç, òî ìû èìååì äåëî ñ áèíîìèàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå äàåò âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè m áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîââ ñåðèè èç n ýêñïåðèìåíòîâ.Îïðåäåëåíèå: Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ååðàñïðåäåëåíèå èìååò âèäPm = P (� = m) = Cmn pmqn�m; 0 < p < 1; q = 1� p; m 2 f0; 1; : : : ; ng(ñì. ðèñ. 1.29).Ïåðâûå äâà ìîìåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ:M� = np; D� = np(1� p):Êîý��èöèåíò àñèììåòðèè è ýêñöåññ:
1 = 1� 2p[np(1� p)℄1=2 and 
2 = 1� 6p(1� p)np(1� p) :Ïðèìåð: Ïóñòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A ðàâíà p. Êàê ìíîãî ýêñïå-ðèìåíòîâ n íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãîñîáûòèÿ áûëà ðàâíà �P (� � 1) � �;1� P (� = 0) � �; P (� = 0) � 1� �;m = 0; (1� p)n � 1� �; n � ln(1� �)= ln(1� p):
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�èñ. 1.29: Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (p = 0:4, n = 15).1.6.2 �àñïðåäåëåíèå ÏóàññîíàÄèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � f0; 1; : : : ; m; : : :g èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíàñ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì a, åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � = m îïèñûâàåòñÿ�îðìóëîé pm = P (� = m) = amm!e�a; a > 0(ñì. ðèñ. 1.30). Ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ. Ïðåäñòàâèì p â âèäå p = a=n, ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî p ! 0 ïðè n ! 1.×èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:M� = a; D� = a; 
1 = 1=pa; 
2 = 1=a:Åñëè ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì, òî ÷èñëî ñîáûòèé �ïîïàäàþùèõ âî âðåìåííîé èíòåðâàë (t0; t0 + �) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíàpm = amm!e�a;ãäå a � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ñîáûòèé. Åñëè �(t) � èíòåíñèâíîñòü ïî-òîêà, òîãäà a ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîìa = t0+�Zt0 �(t)dt:Ìîäåëü ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà õîðîøî îïèñûâàåò âðåìåíà âñòóïëåíèÿ ñåéñìè÷å-ñêèõ âîëí íà ñåéñìîãðàììå.Ïðèìåð: Ïðåäñòàâèì, ÷òî çàðåãèñòðèðîâàíû ñåéñìè÷åñêèå âîëíû îòðàæåííûåîò ñëîèñòîé ñðåäû. Âñòóïëåíèÿ âîëí îïèñûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïóàññî-íîâñêèì ïîòîêîì ñ èíòåíñèâíîñòüþ �. �àññìîòðèì òðè ñèòóàöèè, êîòîðûåìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè � :a) íå áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíî ñåéñìè÷åñêèõ âîëí (ñîáûòèå A);b) áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíî íå ìåíüøå òðåõ âîëí (ñîáûòèå B);
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�èñ. 1.30: �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (a = 5).
) áóäóò çàðåãèñòðèðîâàíû òðè âîëíû (ñîáûòèå C).P (A) = p0 = e��� ; P (C) = (��)33! e��� ;P (B) = 1� (p0 + p1 + p2) = 1� e��� [1� �� � 0:5(��)2℄:1.6.3 �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèåÄèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � f0; 1; 2; : : : ; m; : : :g èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå, åñëè âåðîÿòíîñòü � = m äàåòñÿ �îðìóëîépm = P (� = m) = qmp; 0 < p < 1; q = 1� p;ãäå p � âåðîÿòíîñòü áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà q � âåðîÿòíîñòü íåáëàãîïðèÿòíîãîèñõîäà (ñì. ðèñ. 1.31).�åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè m íåáëà-ãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ ïåðåä ïîÿâëåíèåì ïåðâîãî áëàãîïðèÿòíîãî èñõîäà.×èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:M� = (1�p)=p; D� = (1�p)=p2; 
1 = (2�p)=(1�p)1=2; 
2 = (p2�6p+6)=(1�p):

�èñ. 1.31: �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå (p = 0:5).



1.7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 331.7 Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûÏóñòü � � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � < x îïèñû-âàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F�(x) è ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f�(x)P (� < x) = F�(x) = xZ�1 f�(t)dt; f�(x) � 0; 1Z�1 f�(x)dx = 1:Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ � < � � � ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿP (� � � < �) = F�(�)� F�(�):1.7.1 Îäíîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÎäíîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � íàèáîëåå âàæíîå ðàñïðåäåëåíèå íåïðå-ðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Îïðåäåëåíèå: Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-ìåòðàìè m� è �2� (ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü � � 2 N(m�; �2� )) åñëè åå ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé f�(x) èìååò âèäf�(x) = 1p2��� expn�(x�m�)22�2� o for �1 < x <1;ïðè ýòîì �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìF�(x) = ��x�m��� �;ãäå �(z) = 1p2� zZ�1 expn�12y2ody� �óíêöèÿ Ëàïëàñà (ñì. ðèñ. 1.32).Ñâîéñòâà �óíêöèè Ëàïëàñà.1. �(�1) = (1=p2�) R �1�1 expf�12y2gdy = 0.2. �(�x) = 1� �(x).3. �(1) = (1=p2�) R �1�1 expf�12y2gdy = 1.Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ:g(t) = expfitm� � t2�2�=2g:Êîý��èöèåíò àñèììåòðèè è ýêñöåññ ðàâíû íóëþ � 
1 = 
2 = 0. Ìîìåíòû:�2s = (2s)!2ss! �2s; �2s+1 = 0; s � 1:
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�èñ. 1.32: Ôóíêöèÿ Ëàïëàñà è íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé. (a) � �óíêöèÿËàïëàñà: m = 0, � = 0:5. (b) � íîðìàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:m1 = m2 = m3 = 0; �1 = 0:5 � (1); �2 = 1:0 � (2); �3 = 1:5��(3). (
) íîðìàëüíàÿ�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ: m1 = �1; m2 = 0:5; m3 = 2; �1 = �2 = �3 = 1.Example: Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñ � 2 N(m�; �2� ) âåðîÿòíîñòè P = 0:9, P =0:95 and P = 0:99 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííî:P (�1:64 < � �m��� < 1:64) = 0:90;P (�1:96 < � �m��� < 1:96) = 0:95;P (�2:58 < � �m��� < 2:58) = 0:99:Ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå ñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ ïëîòíîñòü (N(0; 1)):f�(x) = 1p2� expn�12 t2o;èñòàíäàðòíóþ íîðìàëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (�(x)):�(x) = 1p2� xZ�1 expn�12t2odt:Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; �2; : : : ; �n èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíåçàâèñèìû, òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ � =Pni=1 ai�i of �i òàêæåèìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �1 è �2 � íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìóçàêîíó ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè m1 è m2, äèñïåðñèÿìè �21 è �22, òîãäàa1�1 è a2�2 íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìèga1�1(t) = exp(ita1m1 � t2a21�21=2); ga2�2(t) = exp(ita2m2 � t2a22�22=2):Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � = a1�1 + a2�2 ðàâíàg�(t) = ga1�1(t)ga2�2(t) = exp[it(a1m1 + a2m2)� t2(a21�21 + a22�22)=2℄;



1.7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 35ò.å. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ìàòåìà-òè÷åñêèì îæèäàíèåì m� = a1m1 + a2m2 è äèñïåðñèåé �2� = a21�21 + a22�22.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî� = nXi=1 ai�iáóäåò èìåòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåìm� = nXi=1 aimiè äèñïåðñèåé �2� = nXi=1 a2i�2i :1.7.2 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÑëó÷àéíûé âåêòîð ~� = [�1; �2; : : : ; �n℄T èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñèìâî-ëè÷åñêàÿ çàïèñü �N(~m�; D�)) åñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f�(~x) âåêòîðà ~x äàåòñÿ�îðìóëîéf~� (~x) = (2�)�n=2jD�j�1=2 exp ��(1=2)(~x� ~m�)TD�1� (~x� ~m�)	 ;ãäå ~m� � âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âåêòîðà ~� : M~� = ~m�, D� � êîâàðèà-öèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà ~� : [D�℄ij =M [(�i�m�i)(�j�m�j)℄. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì:g~� (~t ) = exp[i~t T ~m� � (1=2)~t TD�~t ℄:Ïðèìåð: Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1 and �2 èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèååñëè èõ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf�1�2(x1; x2) = 12��1�2p1� r2 expn� 12(1� r2)h(x1 �m1)2�21 �� 2r (x1 �m1)(x2 �m2)�1�2 + (x2 �m2)2�22 io;(ñì. ðèñ. 1.33) ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåéD = 



 �21 r�1�2r�1�2 �22 



 ; r = M [(�1 �m1)(�2 �m2)℄�1�2 :Ìàðãèíàëüíûå ïëîòíîñòè �1 è �2 � ïðèíàäëåæàò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëå-íèþ è äàþòñÿ �îðìóëàìè:f�1(x1) = 1Z�1 f�1�2(x1; x2)dx2; f�2(x2) = 1Z�1 f�1�2(x1; x2)dx1;
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�èñ. 1.33: Íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1 è �2:m1 =m2 = 0; �1 = �2 = 1; r = 0:75. (a) � òðåõìåðíîå èçîáðàæåíèå; (b) � ëèíèèïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòè (x1; x2).f�1(x2)= 1�1p2� expn�(x1 �m1)22�21 o;f�2(x2)= 1�2p2� expn�(x2 �m2)22�22 o:Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü �2, â ïðåäïîëîæåíèè �1 = x1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäåf�2=�1(x2=x1) = f�1�2(x1; x2)f�1(x1) == 1p2��2p1� r2 expn �12(1� r2)h(x2 �m2)�2 � r (x1 �m1)�1 i2o == 1p2��2p1� r2 expn �12(1� r2)�22 h(x2 �m2)� r�2�1 (x1 �m1)i2o:Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü �1, â ïðåäïîëîæåíèè �2 = x2 äàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìó-ëîé f�1=�2(x1=x2) = 1p2��1p1� r2 expn� 12(1� r2)�21 h(x1 �m1)��r�1�2 (x2 �m2)i2o:Óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ñ ìàòåìàòè÷åñêèîæèäàíèåì è äèñïåðñèåé:M [�2=�1 = x1℄ = m�2=�1 = m2 + r�2�1 (x1 �m1); ��2=�1 = �2p1� r2;M [�1=�2 = x2℄ = m�1=�2 = m1 + r�1�2 (x2 �m2); ��1=�2 = �1p1� r2
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�èñ. 1.34: Äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. (a) è (b) � óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèåîæèäàíèÿ �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî; (
) � ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé; (d) � êîíòóðû ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòè (x1; x2).(x1 �m1)2�21 � 2r (x1 �m1)(x2 �m2)�1�2 + (x2 �m2)2�22 = �2;tan 2� = 2r�1�2�21 � �22 :1.7.3 �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèåÅñëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � èìååò ïðÿìîóãîëüíûé âèä
�èñ. 1.35: �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.f�(x) = � (b� a)�1 x 2 (a; b);0 x 62 (a; b);



38 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéòî � ðàñïðåäåëåíà ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó íà èíòåðâàëå (a; b) (ñì. ðèñ. 1.35)×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ:M� = (a + b)=2; D� = (b� a)2=12; 
1 = 0; 
2 = �1:2:1.7.4 �àñïðåäåëåíèå �2�àññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð ~� = [�1; : : : ; �n℄T ðàçìåðíîñòè n� 1 ñ íîðìàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì ~� = N(0; 1). Ñóììà êâàäðàòîâ êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà � =Pni=1 �2i ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó �2n ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû� = nXi=1 �2i ; �i 2 N(0; 1); � 2 �2n;Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äàåòñÿ �îðìóëîéf�(x) = ( h(x=2)(n=2)�1 exp(�x=2)i=(2�(n=2)) x > 0;0 x � 0(ñì. ðèñ. 1.36).

�èñ. 1.36: �àñïðåäåëåíèå �2. 1 � n = 1; 2 � n = 2; 3 � n = 3; 4 � n = 6.Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ �2n:M� = n; D� = 2n; 
1 = 2p2=n; 
2 = 12=n:Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ:g(t) = (1� 2it)�n=2:Ïóñòü ~� = [�1; : : : ; �n℄T � ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè, ðàñïðåäåëåííûìèïî íîðìàëüíîìó çàêîíó �i 2 N(m; �2). Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå:�� = (1=n) nXi=1 �i:



1.7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 39Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ: s2 = 1n� 1 nXi=1 (�i � ��)2:Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � = (n� 1)s2�2 = 1�2 nXi=1 (�i � ��)2 2 �2n�1ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó �2.1.7.5 �àñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà(t-ðàñïðåäåëåíèå)Ïóñòü ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå � è � íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ � 2N(0; 1) è � 2 �2n ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà� = �(�=n)1=2ïðèíàäëåæèò t-ðàñïðåäåëåíèþ (äðóãîå íàçâàíèå � ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà) ñn ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïëîòíîñòüþf�(t) = �((n + 1)=2)pn��(n=2) �1 + t2n ��(n+1)=2(ñì. ðèñ. 1.37).

�èñ. 1.37: �àñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà. 1 � n = 1; 2 �n = 10.Ïóñòü �1; : : : ; �n � ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé íîðìàëüíîìó ðàñïðåäå-ëåíèþbe �i 2 N(m; �2).Âûáîðî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:�� = (1=n) nXi=1 �i:Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ: s2 = 1n� 1 nXi=1 (�i � ��)2:



40 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåéÇàïèøåì: � = pn(�� �m�)=s:Ìîìåíòû: M� = 0; D� = n=(n� 2); n > 2;
1 = 0; 
2 = 6=(n� 4); n > 4:1.7.6 �àñïðåäåëåíèå ÔèøåðàÏóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; �2; : : : ; �n1 è �1; �2; : : : ; �n2íåçàâèñèìû è ïðèíàäëå-æàò ðàñïðåäåëåíèÿì: �i 2 N(m1; �21); �i 2 N(m2; �22):ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû s1 è s2s21 = 1n1� 1 n1Xi=1 (�i� ��)2; s22 = 1n2� 1 n2Xi=1 (�i� ��)2:Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1 and �2 ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ðàñ-ïðåäåëåíèÿì �1 = n1s21�21 2 �2n1 ; �2 = n2s22�22 2 �2n2 ;ïðè ýòîì ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà� = �1=n1�2=n2 = s21�21 �22s22 2 F (n1; n2)ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëåíèþ Ôèøåðà F (n1; n2) ñ n1 è n2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñïëîòíîñòþ âåðîÿòíîñòåéf�(F ) = nn2=21 nn1=22 F (n1+n22 )�(n12 )�(n22 ) F (n1=2)�1(n1 + n2F )(n1+n2)=2(ñì. ðèñ. 1.38).Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà:M� = n2n2 � 2 ; n2 > 2; D� = 2n22(n1 + n2 � 2)n1(n2 � 2)2(n2 � 4) ; n2 > 4:Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f�(F ) áëèçêà ê íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n1 è n2 (n1; n2 > 50)f�(F ) n1;n2!1�! N(m; �):
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�èñ. 1.38: �àñïðåäåëåíèå Ôèøåðà (n1 = 5, n2 = 50).1.7.7 Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÏëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèäf�(x) = � � exp(��x) for x � 0;0 for x < 0ãäå � > 0 (ñì. ðèñ. 1.39).

�èñ. 1.39: Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. 1 � � = 2, 2 � � = 4.Ìîìåíòû: M� = ��1; D� = ��2; 
1 = 2; 
2 = 6:Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ:g(t) = (1� it=�)�1:Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè ìàðêîâñêèõïðîöåññîâ. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñ èíòåíñèâíîñòüþ �,ñëó÷àéíûé âðåìåííîé èíòåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè ñîáûòèÿìè îïèñûâàåòñÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì �.1.7.8 �àñïðåäåëåíèå ËàïëàñàÑëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëåíèþ Ëàïëàñà, åñëè åå ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòåé äåòñÿ �îðìóëîéf�(x) = (�=2) exp(��jxj)



42 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé(ñì. ðèñ. 1.40).

�èñ. 1.40: �àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà. 1 � � = 2, 2 � � = 4.Ìîìåíòû: M� = 0; D� = 2=�2:1.7.9 �àñïðåäåëåíèå ÊîøèÑëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-ñòåé äàåòñÿ �îðìóëîé f�(x) = 1� 11 + x2(ñì. ðèñ. 1.41).

�èñ. 1.41: �àñïðåäåëåíèå Êîøè.�àñïðåäåëåíèþ Êîøè ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñ-ïðåäåëåííûõ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó:� = �=�; � 2 N(0; 1); � 2 N(0; 1):Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ: g(t) = exp(�jtj).Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M� è äðóãèå ìîìåíòû íå îïðåäåëåíû, ïîñêîëüêóñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ðàñõîäÿòñÿ.



1.7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 431.7.10 Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÅñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � = ln � ïðèíàäëåæèò íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òîñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåf�(x) = 1p2��x expn�12�2 (lnx�m)2o(ñì. ðèñ. 1.42).
�èñ. 1.42: Ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. (a) m = 2:0, 1 � � = 0:5, 2 �� = 1:0, 3 � � = 1:5; (b) � = 1:0, 1 � m = 1:0, 2 � m = 1:5, 3 � m = 2:0.Ìîìåíòû:M� = exp(m� �2=2); D� = exp(2m+ �2)(exp(�2)� 1):1.7.11 Çíà÷åíèå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ�àñïðåäåëåíèå ñóììû n íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí ñòðåìèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêî-íå÷íîñòè. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è ðàñïðåäåëåíèÿìè,ðàññìîòðåííûìè ðàíåå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.43 è ðèñ. 1.44.

�èñ. 1.43: Ñâÿçü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåêîòîðûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðèïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èõ ïàðàìåòðîâ.
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�èñ. 1.44: Ñõåìà ñâÿçè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåêîòîðûìè äðóãèìèðàñïðåäåëåíèÿìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñëó÷àéíûõâåëè÷èí.1.7.12 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÏóñòü ~� � îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà �. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë îïðåäåëÿ-åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì I�P (j~�� �j < ") = �; P (~�� " < � < ~�+ ") = �; I� = (~�� "; ~�+ ");ãäå � � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü.Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿÂ êà÷åñòâå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûáîðî÷íîåñðåäíåå ~� = �� = 1n nXi=1 �i:1. �àññìîòðèì ñëó÷àé èçâåñòíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ��:�1; �2; : : : ; �n; m�; �m = ��=pn;Pf�l � (�� �m�)pn=�� � lg = 2�(l)� 1;Pf�� � l��=pn � m� � �� + l��=png = 2�(l)� 1:2. �àññìîòðè ñëó÷àé íåèçâåñòíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ��:�1; �2; : : : ; �n; s2 = 1=(n� 1) nXi=1 (�i � ��)2;� = pn(�� �m�)=s; Pfj�j < t�g = �:



1.7. Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 45Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � = pn(���m�)=s ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþ-äåíòà (ñì. (1.7.5)) è ïî âåëè÷èíå � ìîæíî íàéòè âåëè÷èíó t� (ñì. ðèñ. 1.45).Pf�� � t�s=pn � m� � �� + t�s=png = �:

�èñ. 1.45: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà (n=10) è 5.5 % òî÷êè.Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåðñèèÏóñòü �1; �2; : : : ; �n � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà�i 2 N(m�; �2� ); (n� 1)s2�2� 2 �2n�1:

�èñ. 1.46: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ �2. �=0.131� P (�2 > �21) = P (�2 < �21) = �=2;P (�2 > �22) = �=2:Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì íàéòè âåëè÷èíû �21 è �22 (ñì. ðèñ. 1.46)P (�21 < (n� 1)s2=�2 < �22) = 1� P (�2 < �21)� P (�2 > �22) = 1� �;P�(n� 1)s2�22 < �2 < (n� 1)s2�21 � = 1� �:
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�ëàâà 2Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿÝíòðîïèÿ åñòü ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû.2.1 Ýíòðîïèÿ ìíîæåñòâà äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé ñè-ñòåìûÏóñòü x1; x2; : : : ; xn � âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1; p2; : : : ; pn,òîãäà ýíòðîïèÿ äàåòñÿ �îðìóëîéH = � nXi=1 pi log pi:Â ñëó÷àå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîñòîÿíèé pi = 1=n, ìû èìååì:H = �n 1n log 1n = logn:Ýíòðîïèþ ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì îáðàçîìH� =M [� log p�℄:2.2 Ýíòðîïèÿ ñëîæíîé ñèñòåìûÏóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðåàëèçàöèè x1; x2; : : : ; xnè y1; y2; : : : ; ym (èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òàáëè÷-íîé �îðìå � ñì. òàáë. 2.1). Ýíòðîïèÿ (ñîâìåñòíàÿ) äàåòñÿ �îðìóëîéH�� = � nXi=1 mXj=1 pij log pij;H�� =M [� log p(�; �)℄:47



48 �ëàâà 2. Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿyjnxi x1 x2 : : : xn�1 xny1 p11 p12 : : : p1n�1 p1ny2 p21 p22 : : : p2n�1 p2n... ... ... ... ... ...ym pm1 pm2 : : : pmn�1 pmnÒàáëèöà 2.1: Òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äâóõäèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí xi and yj.Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � íåçàâèñèìû, òî ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü çà-ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìp(�; �) = p(�)p(�);ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ èìååò âèä H�� = H� +H�:Â ñëó÷àå n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâà �îðìóëàH�1;�2;:::;�n = H�1 +H�2 + : : :+H�n:Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � íåçàâèñèìû, òîãäà óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû� ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíèìàåò çíà÷åíèå yj:H�=yj = � nXi=1 p(xi=yj) log p(xi=yj)èëè H�=yj =M [� log p(�=yj)℄:Ñðåäíÿÿ èëè ïîëíàÿ ýíòðîïèÿ: The mean or perfe
t entropy of the system isH�=� = mXj=1 pjH�=yj = nXi=1 mXj=1 pjp(xi=yj) log p(xi=yj):Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâîpjp(xi=yj) = pij;ïîëó÷àåì H�=� = � nXi=1 mXj=1 pij log p(xi=yj):Ýíòðîïèþ ñèñòåìû (�; �) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåH�;� = H� +H�=�



2.3. Èí�îðìàöèÿ Øåííîíà (äèñêðåòíûé ñëó÷àé) 49èëè H�;� = H� +H�=�:Ýòî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì ýíòðîïèè è òåîðå-ìîé î ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòåép(�; �) = p(�)p(�=�) = p(�)p(�=�):2.3 Èí�îðìàöèÿ Øåííîíà (äèñêðåòíûé ñëó÷àé)Êîëè÷åñòâî ïîëó÷àåìîé èí�îðìàöèè ñâÿçûâàþò ñ óìåíüøåíèåì íåîïðåäåëåííî-ñòè ñèñòåìûÏóñòü � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïèñûâàþùàÿ âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ �èçè÷å-ñêîé ñèñòåìû. Ïóñòü ýíòðîïèÿ ñèñòåìû äî ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé (àïðèîðíàÿýíòðîïèÿ) � H(apr)� è ýíòðîïèÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé (àïîñòåðèîðíàÿ ýí-òðîïèÿ) �H(apost)� , òîãäà èí�îðìàöèÿØåííîíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìI(s)� = H(apr)� �H(apost)� :Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîë-íîñòüþ îïðåäåëåííûì, òî H(apost)� = 0è èí�îðìàöèÿ ðàâíà I(s)� = H(apr)� = � nXi=1 pi log pièëè I(s)� =M [� log p(�)℄:Êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû �, ïîëó÷àåìîå ïî íàáëþäåíèÿìñèñòåìû � îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìI(s)�!� = H� �H�=�:Èí�îðìàöèÿ I(s)�!� íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé èëè ïîëíîé âåðîÿòíîñòüþ, ñîäåðæàùåéñÿâ ñèñòåìå � îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû �. Ëåãêî ïîêàçàòü,÷òîI(s)�!� = H� �H�=�;Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå H�� = H� +H�=� = H� +H�=�;ïîëó÷àåì I(s)�!� = I(s)�!� = I(s)�$�;Èí�îðìàöèÿ I(s)�$� íàçûâàåòñÿ ïîëíîé âçàèìíîé èí�îðìàöèåé.



50 �ëàâà 2. Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿÅñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � íåçàâèñèìû, òîI�$� = 0; as H�=� = H� and H�=� = H�:Ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåëè÷èíó I�$� ÷åðåç ýíòðîïèþ îáúåäèíåííîé ñèñòåìûI�$� = H� +H� �H��è, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:I�$� =M [� log p(�)� log p(�) + log p(�; �)℄;I�$� =Mhlog p(�; �)p(�)p(�)ièëè I�$� = nXi=1 mXj=1 pij log pijp�ip�j :×àñòíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñèñòåìå �, ñîäåðæàùàÿñÿ â êîíêðåòíîì ñîñòîÿíèè yi îáî-çíà÷àåòñÿ êàê Iyi!�. Ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷àñòíîéèí�îðìàöèè I�$� = mXj=1 p�jIyj!�;ãäå Iyj!� = nXi=1 p(xi=yj) log p(xi=yj)p�ièëè Iyj!� =Myi �log p(�=yj)p(�) � ;ãäå Myi � îïåðàòîð óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. ×àñòíàÿ èí�îðìàöèÿî ñîáûòèè xi, ïîëó÷åííàÿ ïðè ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ yj, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíàâ âèäå Iyj!xi = log p(xi=yj)p�i :2.4 Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé (ýíòðîïèÿ è èí�îðìà-öèÿ)Ýíòðîïèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåìîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé � ñ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x), îïðåäåëÿåòñÿ êàêH� = � 1Z�1 f(x) log f(x)dx



2.4. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé (ýíòðîïèÿ è èí�îðìàöèÿ) 51èëè H� =M [� log f(x)℄:Â ñëó÷àå äâóõ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì � è � ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x; y),îïðåäåëÿþò ÷àñòíóþ óñëîâíóþ ýíòðîïèþ, ò.å. ýíòðîïèÿ ñèñòåìû � îïðåäåëÿåòñÿòåì, ÷òî ñèñòåìà � èìååò îïðåäåëåííîå ñîñòîÿíèå x:H(�=x) = � 1Z�1 f(y=x) log f(y=x)dy:Ïîëíàÿ èëè ñðåäíÿÿ óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìH(�=�) = � Z 1Z�1 f�(x)f(y=x) log f(y=x)dxdyèëè, ó÷èòûâàÿ f��(x; y) = f�(x)f�=�(y=x);ìîæíî çàïèñàòü H(�=�) = � Z 1Z�1 f��(x; y) log f�=�(y=x)dxdy:Ïî àíàëîãèè ñ äèñêðåòíûì ñëó÷àåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýíòðîïèÿ ñèñòåìû (�; �)ðàâíà H(�; �) = H(�) +H(�=�):Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � è � èìååìH(�; �) = H(�) +H(�):Example: Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f�(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � â êëàñ-ñå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ýíòðîïèèH� (maxH�) ïðè çàäàííîì ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè m� è äèñïåðñèè �2� .Ïóñòü 1Z�1 f�(x)dx = 1; 1Z�1 xf�(x)dx = m�; 1Z�1 (x�m�)2f�(x)dx = �2� :Íàéäåì f̂�(x)) max24� 1Z�1 f�(x) log f�(x)dx35 :Ýòî òèïè÷íàÿ âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìàf̂�(x)) max24 1Z�1 �(f�(x); x)dx35



52 �ëàâà 2. Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè1Z�1 'k(f�(x); x)dx = 
k;ãäå �(f�(x); x) = �f�(x) log f�(x);'1 = f�(x); 
1 = 1;'2 = xf�(x); 
2 = m�;'3 = (x�m�)2f�(x); 
3 = �2� :Èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, çàïèøåì óðàâíå-íèå Ýéëåðà ��1=�f = 0;ãäå �1(f; x) = �f log f + �1f + �2xf + �3(x�m�)2f:Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî f1 ïîëó÷àåì�1� log f + �1 + �2x+ �3(x�m�)2 = 0:Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè ff�(x) = exp(�1 + �2x + �3(x�m�)2 � 1):Èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷èì1Z�1 exp(�1 + �2x+ �3(x�m�)2 � 1)dx = 1;1Z�1 x exp(�1 + �2x+ �3(x�m�)2 � 1)dx = m�;1Z�1 (x�m�)2 exp(�1 + �2x + �3(x�m�)2 � 1)dx = �2� :Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî�1 = 1� ln(p2���); �2 = 0; �3 = �(2�2� )�1:Ïîëó÷àåì f̂�(x) = 1��p2� expn�(x�m�)22�2� oíîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ýíòðîïèè ïðè�èêñèðîâàííûõ äâóõ ïåðâûõ ìîìåíòàõ m� è �2� .



2.4. Íåïðåðûâíûé ñëó÷àé (ýíòðîïèÿ è èí�îðìàöèÿ) 53Ïîëíàÿ âçàèìíàÿ èí�îðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ � and �îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìI�$� = Z 1Z�1 f��(x; y) log f��(x; y)f�(x)f�(y)dxdyèëè I�$� =M [log(f��=f�f�)℄:Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � è � íåçàâèñèìû, òîãäà ïîëíàÿ âçàèìíàÿ èí�îðìàöèÿðàâíà íóëþ: I�$� = 0:Ïðèìåð: �àññìîòðè ïðîñòóþ ìîäåëü � = � + �;ãäå � � ïîëó÷åííûé (èçìåðåííûé) ñèãíàë, �� ïðåäàííûé ñèãíàë, ñ íîðìàëü-íîé ïëîòíîñòüþ N(m� = 0; �2� ), � � àääèòèâíûé øóì ñ íîðìàëüíîé ïëîòíî-ñòüþ (m� ; �2� ), � è � � íåçàâèñèìû. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè,ñîäåðæàùååñÿ â èçìåðåííîì ñèãíàëå � îòíîñèòåëüíî ïðåäàííîãî ñèãíàëà �.Ïî îïðåäåëåíèþ:I�$� =M �log f��f�f� � =M �log f�=�f� � =M{;ãäå { = log(f�=�=f�). Ìîæíî çàïèñàòü �2� = �2� + �2� andf�(y) = 1p2�q�2� + �2� expn�12 y2(�2� + �2� )o;f�=�(y=x) = 1p2���p1� r2 expn� 12(1� r2)h y�� � r x�� i2o:Íàéäåì êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè rr = 1����M(� � �) = 1���� [M(�2) +M(��)℄ = �2��2� :Ïîäñòàâëÿÿ r â f�=�(y=x) ïîëó÷àåìf�=�(y=x) = 1p2��� expn�(y � x)22�2� o = 1p2��� expn� z22�2� o:Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû {{ = logq�2� + �2��� + 1ln 2 " �22�2� � �22(�2� + �2� )# :



54 �ëàâà 2. Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿÏîñëå âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû {, ïî-ëó÷àåì I�$� =M{ = logq�2� + �2��� + 1ln 2 "M�22�2� � M�22(�2� + �2� )# :Ñ ó÷åòîì M�2 = �2� , M�2 = �2� + �2� çàïèñûâàåì:I�$� = logq�2� + �2��� :2.5 Èí�îðìàöèÿ ÔèøåðàÏóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé f�(x; �), ãäå � � ïà-ðàìåòð, è f�(x; �) äè��åðåíöèðóåìà ïî �. Èí�îðìàöèÿ �èøåðà î íåèçâåñòíîìïàðàìåòðå �, ñîäåðæàùàÿñÿ â ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå � îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì I(F )� (�) =M "�� log f�(x; �)�� �2# :Äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ~� = (�1; �2; : : : ; �n), è ïàðàìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà ~� =(�1; �2; : : : ; �s) îïðåäåëÿþò ìàòðèöó Ôèøåðà ñ ýëåìåíòàìèI(F )ss0 (~�) =M "� log f~�(x1; x2; : : : ; xn; ~�)��s � log f~�(x1; x2; : : : ; xn; ~�)��s0 # :Ñâîéñòâà èí�îðìàöèè Ôèøåðà.1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1 è �2 íåçàâèñèìû, ïðè ýòîì èí�îðìàöèÿ Ôè-øåðà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà � � ñîîòâåòñòâåííî I(F )�1 (�) è I(F )�2 (�). Èí�îð-ìàöèÿ Ôèøåðà î ïàðàìåòðå �, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïàðå �1, �2 ðàâíàI(F )�1�2(�) = I(F )�1 (�) + I(F )�2 (�):Äîêàçàòåëüñòâî:I(F )�1�2(�) =Mf�[log f�1(x; �) � f�2(x; �)℄=��g2 ==M [(� log f�1(x; �)=��)2℄ +M [(� log f�2(x; �)=��)2℄ ++2M [� log f�1(x; �)=�� � � log f�2(x; �)=��℄ == I(F )�1 (�) + I(F )�2 (�):Ó÷èòûâàåì, ÷òîM [� log f�1(x; �)=�� � � log f�2(x; �)=��℄ =;=M [� log f�1(x; �)=��℄ �M [� log f�2(x; �)=��℄ = 0



2.5. Èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà 55ò.ê. 1Z�1 f�(x; �) 1f�(x; �) �f�(x; �)�� dx = ��� 1Z�1 f�(x; �)dx = 0:2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1; �2; : : : ; �n íåçàâèñèìû. Èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà,ñîäåðæàùàÿñÿ â êàæäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå � I(F )� (�). Òîãäà èí�îðìàöèÿÔèøåðà ðàâíà I(F )~� (�) equals I(F )~� = nI(F )� (�)a) Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �1 è �2 è âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà ~� èí�îðìàöè-îííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþI(F )�1�2(~�) = I(F )�1 (~�) + I(F )�2 (~�):b) Â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ~� = [�1; �2; : : : ; �n℄ è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�ñïðàâåäëèâî I(F )~� (~�) = nI(F )� (~�):3. Ïóñòü T = T (�) � �óíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé �, òîãäà óäîâëåòâîðÿ-åòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâîI(F )� (~�)� I(F )T (�)(~�) � 0:Â ñëó÷àå îäíîãî ïàðàìåòðà I(F )� � I(F )T (�);êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè Ôèøåðà, ñîäåðæàùååñÿ â ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå �âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíî êîëè÷åñòâà èí�îðìàöèè Ôèøåðà ñîäåðæàùåãîñÿâ �óíêöèè T (�).4. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü èí�îðìàöèþ Ôèøåðà â âèäå:I(F )� (�) =M [��2 log f�(x; �)=��2℄;ïîñêîëüêó ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî�2 log f��2 = � 1f 2��f�� �2 + 1f �2f��2 ; � 1f �f�� �2 = �� log f�� �2è M� 1f �2f��2 � = 1Z�1 f�(x; �) 1f�(x; �) �2f�(x; �)��2 dx == �2��2 1Z�1 f�(x; �)dx = 0:Â ñëó÷àå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� ïîëó÷àåìI(F )ss0 (~�) =M [��2 log f(x; ~�)=��s��s0 ℄:



56 �ëàâà 2. Èí�îðìàöèÿ è ýíòðîïèÿÏðèìåð: Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � bèìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå � 2N(m�; �2� ). Ïóñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m� íåèçâåñòíî, à äèñïåðñèÿ �2�èçâåñòíà. Èí�îðìàöèÿ Ôèøåðà îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿðàâíà I(F )� (m�) = � 1Z�1 �2�m2� h�(x�m�)22�2� � ln��p2�i�� 1p2��� exph�(x�m�)22�2� idx == 1Z�1 1�2�p2��� exph�(x�m�)22�2� idx = 1�2� :



�ëàâà 3Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèéÎïðåäåëåíèå: Ïóñòü t � íåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ �(t) íàçû-âàåòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì åñëè t � íåïðåðûâíàÿ âåëè÷èíà è �(ti) íàçû-âàåòñÿ âðåìåííûì ðÿäîì, åñëè t äèñêðåòíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â êàæäîì ýêñïåðè-ìåíòå ïîëó÷àåì n ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé �óíêöèè �(t) (ñì. ðèñ. 3.1):x1(t); x2(t); : : : ; xn(t):Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ �(t) â ìîìåíò t = t1 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé �1 =
�èñ. 3.1: Òðè ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà�(t1) è îïèñûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé f(x1=t1).Â äâóõ òî÷êàõ t1 è t2 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû �1 = �(t1) è �2 = �(t2) îïèñûâàþòñÿïëîòíîñòüþ f(x1; x2=t1; t2).Ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ �(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåéf(x1; x2; : : : ; xn=t1; t2; : : : ; tn):Äâà ïåðâûõ ìîìåíòà èãðàþò î÷åíü âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ.3.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìm�1 =M [�(t1)℄ = h�(t1)i57



58 �ëàâà 3. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèéèëè, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t, m�(t) = 1Z�1 xf(x=t)dx:Äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàêD[�(t)℄ =M [(�(t)�m�(t))2℄ = h(�(t)�m�(t))2i:Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ (àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ) îïðåäåëÿåòñÿ êàêR(t1; t2) = 
ov(�(t1); �(t2)) =M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄ == h(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))ièëè, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:D[�(t)℄ = 1Z�1 (x(t)�m�(t))2f(x=t)dx;R(t1; t2) = Z 1Z�1 (x(t1)�m�(t1))(x(t2)�m�(t2))f(x1; x2=t1; t2)dx1dx2:Ñðåäíåå ïî âðåìåíè (ïî ïàðàìåòðó t) ñëó÷àéíîé �óíêöèè �(t) îïðåäåëÿåòñÿ:h�(t)iT = limT!1(1=2T ) TZ�T �(t)dt:3.2 Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèé3.2.1 ÑòàöèîíàðíîñòüÄàäèì äâà îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè.A. Ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ �(t)ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé (â óçêîì ñìûñëå), åñëè åå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íå çà-âèñèò îò ñäâèãà ïî âðåìåíè:f(x1; : : : ; xn=t1; : : : ; tn) = f(x1; : : : ; xn=t1 + t0; : : : ; tn + t0)äëÿ ëþáîãî t0.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 1 è n = 2 èìååì ñîîòâåòñòâåííî:f(x1=t1) = f(x1=0) = f(x1)è f(x1; x2=t1; t2) = f(x1; x2=0; �) � = t2 � t1;ò.å. îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè è äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü çàâèñèòòîëüêî îò ðàçíîñòè âðåìåí.



3.3. Ñâîéñòâà àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé 59B. Ñòàöèîíàðíîñòü â øèðîêîì ñìûñëå. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ�(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå, åñëè åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-íèå è äèñïåðñèÿ ïîñòîÿííû è åå àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îòðàçíîñòè � = t2 � t1m�(t) = 1Z�1 xf(x)dx = 
onst;D[�(t)℄ = 1Z�1 (x(t)�m�(t))2f(x)dx = 
onst;R(t1; t2) = 1Z�1 (x(t1)�m�(t1))(x(t2)�m�(t2))f(x1; x2=t1; t2)dx1dx2 = R(t2 � t1) = R(�);m� = 
onst; D[�(t)℄ = 
onst; R(t1; t2) = R(t2 � t1) = R(�):Ïðèìåðû íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.2.
�èñ. 3.2: Ïðèìåðû íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ.3.2.2 Ýðãîäè÷íîñòüÏîíÿòèå ýðãîäè÷íîñòè ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì ñòàòèñòèê ïðîöåññà �(t) ïî åãîðåàëèçàöèè. from a signal observation. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �(t) íàçûâàþò ýðãî-äè÷åñêèì â íàèáîëåå îáùåì ñìûñëå, åñëè (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) âñå åãî ñòàòèñòèêèìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî îäíîé åãî ðåàëèçàöèè. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïðîöåññ �(t)ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè ðàâíî óñðåäíåíèþ ïî àí-ñàìáëÿì P [h�(t)iT =M [�(t)℄℄ = 1:(ò.å. ìîæíî âû÷èñëèòüM [�(t)℄ â �èêñèðîâàííîé òî÷êå ti ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæå-ñòâà ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (ñì. ðèñ. 3.3a) èëè âû÷èñëèòü ýòó âåëè÷èíóóñðåäíåíèåì âî âðåìåííîé îáëàñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî îäíîé ðåàëèçàöèè(ñì. ðèñ. 3.3b) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.)3.3 Ñâîéñòâà àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé1. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿR(�) = R(��):
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�èñ. 3.3: Èëëþñòðàöèÿ ýðãîäè÷íîñòè.Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.2. Âåëè÷èíà àâòîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ìåíüøå èëè ðàâíà äèñïåðñèè:D[�(t)℄ = R(0) � R(�):3. Îòïðàâëÿÿñü îò ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èíû [�(t) � m�(t)℄ íà ïðîèçâîëüíóþíåñëó÷àéíóþ �óíêöèþ z(t) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâîbZa bZa z(t1)z(t2)R(t2 � t1)dt1dt2 � 0:Ïðèìåðû àïïðîêñèìàöèè àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 3.4.4. Ïóñòü '(t) � íåñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ, à �(t) � ñëó÷àéíàÿ. �àññìîòðèì �óíê-öèþ �(t) = �(t) + '(t). Ó÷òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � ìîæíî çà-ïèñàòü â âèäå m�(t) = m�(t) + '(t);ïîëó÷èì àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ R�(t1; t2)R�(t1; t2) = M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄ == M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄ = R�(t1; t2):3.4 Äåéñòâèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ñëó÷àéíóþ�óíêöèþ�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ èìïóëüñíûì (âåùåñòâåííûì) îòêëèêîì h(t) èâõîäíûì ñèãíàëîì �(t). Âûõîäíîé ñèãíàë �(t) (ñì. ðèñ. 3.5) äàåòñÿ �îðìóëîé�(t) = H [�(t)℄ = 1Z�1 �(t� �)h(�)d�:Ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà H.



3.5. Âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ 61

�èñ. 3.4: Ïðèìåðû àïïðîêñèìàöèè àâòîêîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé (� = 0:5, � = 1:0,� = 4:0).
�èñ. 3.5: Ñõåìà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà H.1. H[
�(t)℄ = 
H[�(t)℄.2. H[�1(t) + �2(t)℄ = H�1(t) +H�2(t).3. �(t) = H[�(t)℄, m�(t) =M [H[�(t)℄℄ = H[M [�(t)℄℄ = Hm�(t),R�(t1; t2) =M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄ ==Mf(H[�(t1)℄�H[m�(t1)℄)(H[�(t2)℄�H[m�(t2)℄)g == Ht1Ht2M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄ = Ht1Ht2R�(t1; t2).3.5 Âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ�àññìîòðèì äâóìåðíûé ïðîöåññ �(t) è �(t).Âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìR��(t1; t2) =M [(�(t1)�m�(t1))(�(t2)�m�(t2))℄:



62 �ëàâà 3. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèéÂ ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ �óíêöèé ïîëó÷àåìR��(t1; t2) = R��(t2; t1)è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ �(t) è �(t):R��(�)= R��(��):Â ñîãëàñèè ñ îïðåäåëåíèåì âçàèìîêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ìîæíî çàïèñàòüR��(t1; t2) = Z 1Z�1 (x(t1)�m�(t1))(y(t2)�m�(t2))f��(x; y=t1; t2)dxdyè, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì[Z 1Z�1 (x(t1)�m�(t1))(y(t2)�m�(t2))f(x; y=t1; t2)dxdy℄2 �� Z 1Z�1 (x(t1)�m�(t1))2f(x; y=t1; t2)dxdy �� Z 1Z�1 (y(t2)�m�(t2))2f(x; y=t1; t2)dxdy)[R��(t1; t2)℄2 �qR�(t1; t1)R�(t2; t2):Ïîñëå íîðìèðîâêè áóäåì èìåòü íîðìèðîâàííóþ âçàèìîêîððåëÿöèîííóþ �óíê-öèþ r��(t1; t2) = R��(t1; t2)pR�(t1; t1)pR�(t2; t2) ; �1 � r��(t1; t2) � 1è R��(�) �pD�D�:3.6 Òåîðåìà Âèíåðà�Õèí÷èíà è ñïåêòð ìîùíîñòè1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èíòåãðàëûhj�jiT = limT!1 12T TZ�T jx(t)jdtè hj�j2iT = limT!1 12T TZ�T jx(t)j2dt:



3.7. Ïðèìåð êîððåëÿöèííûõ �óíêöèé è ñïåêòðîâ ìîùíîñòè 632. Ïóñòü �(t) � ñëó÷àéíàÿ �óíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé. Êîððåëÿöèîí-íàÿ �óíêöèÿ R�(�) = limT!1 12T TZ�T �(t)�(t+ �)dtñóùåñòâóåò âñåãäà, åñëè ñóùåñòâóåò hj�j2iT exists. Âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ�óíêöèÿ R��(�) = limT!1 12T TZ�T �(t)�(t+ �)dtñóùåñòâóåò âñåãäà, åñëè ñóùåñòâóþò hj�j2iT è hj�j2iT .Ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü R�(!) äëÿ �óíêöèè �(t) è âçàèìíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-íîñòü R��(!) äëÿ �óíêöèé �(t) è �(t) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Âèíåðà-Õèí÷èíà R�(!) = 1Z�1 R�(�) expf�i!�gd� = 2 1Z0 R�(�) 
os!�d�;R�(�) = 12� 1Z�1 R�(!) expfi!�gd! = 1� 1Z0 R�(!) 
os!�d!;R��(!) = 1Z�1 R��(�) expf�i!�gd�;R��(�) = 12� 1Z�1 R��(!) expfi!�gd!:Äëÿ âåùåñòâåííîé ñëó÷àéíîé �óíêöèè �(t) ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿíå÷åòíîé R�(!) = R�(�!):3.7 Ïðèìåð êîððåëÿöèííûõ �óíêöèé è ñïåêòðîâìîùíîñòèÏðèìåð 1: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèR�(�) = �2� expf��j� jg (3.1)è åå ñïåêòðàR�(!) = �2� 1Z�1 expf�i!� � �j� jgd� = �2�h 1Z0 expf�(i! + �)�gd�+



64 �ëàâà 3. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèé+ 0Z�1 expf(�� i!)�gd�i = �2�h 1� + i! + 1�� i!i = 2�2� ��2 + !2 (3.2)� ñì. ðèñ. 3.6a è 3.6b ñîîòâåòñòâåííî.
�èñ. 3.6: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (3.1) (a) è åå ñïåêòðà(3.2)(b) (� = 2, � = 1).Ïðèìåð 2: R�(�) = �2� expf��j� jg 
os!0� .�àññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå 
os!0�
os!0� = (expfi!0�g+ expf�i!0�g)=2:Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïîëó÷èì:.R�(!) = �2�2 � 1Z�1 expf�i!� � �j� j+ i!0�gd� ++ 1Z�1 expf�i!� � �j� j � i!0�gd�� == �2�� �(! � !0)2 + �2 + �(! + !0)2 + �2i:Example 3: R�(�) = �2� expf��2� 2g 
os!0� .�àññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå 
os!0�
os!0� = (expfi!0�g + expf�i!0�g)=2ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷àåìR�(!) = �2�2 � 1Z�1 expf��2� 2 + i!0� � i!�gd� ++ 1Z�1 expf��2� 2 � i!0� � i!�gd��:



3.8. Îöåíèâàíèå ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ �óíêöèé 65Êàæäûé èíòåãðàë ìîæíî ñâåñòè ê èíòåãðàëó Ïóàññîíà, ïðåäñòàâëÿÿ ýêñïî-íåíòó â âèäå ���� + i !2� � i !02��2 + 14�2 (! � !0)2� :Âû÷èñëè ïîäîáíûå èíòåãðàëû ïîëó÷èìR�(!) = �2�p�2� �expf�(! + !0)24�2 g+ expf�(! � !0)24�2 g� :3.8 Îöåíèâàíèå ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-íûõ �óíêöèé�óñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé �óíêöèè çàðåãèñòðèðîâàíà ñ øàãîì �t:xi(tj); j = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n:Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:m̂�(tj) = 1n nXi=1 xi(tj):Îöåíêà êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê:R̂�(tj; tk) = 1n� 1 nXi=1 [(xi(tj)� m̂�(tj))(xi(tk)� m̂�(tk))℄èëè R̂�(tj; tk) = nn� 1 nXi=1 xi(tj)xi(tk)� nn� 1m�(tj)m�(tk):Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ýðãîäè÷åñêîãî ïðîöåññà îûåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-äàíèÿ ìîæíî èñêàòü êàê m̂� = (1=m) mXj=1 x(tj)(äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ) m̂� = 1T TZ0 x(t)dt;(äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, ïðè ýòîì îöåíêà êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè çàïèñû-âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìR̂�(�) = 1m� l � 1 m�lXj=1(x(tj)� m̂�)(x(tj + �)� m̂�)



66 �ëàâà 3. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ �óíêöèé(äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ),R̂�(�) = 1T � � T��Z0 [x(t)� m̂�℄[x(t + �)� m̂�℄dt(äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ).



�ëàâà 4Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîéñòàòèñòèêè
4.1 ÎöåíèâàíèåÏóñòü ~� = (x1; x2; : : : ; xn) � ñëó÷àéíûé âåêòîð ïîëó÷åííûé ðåãèñòðàöèåé èñõîäîâñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà. Âåëè÷èíû, �îðìèðóþùèå òàêîé âåêòîð èëè èõ ðåàëè-çàöèè íàçûâàþòñÿ íàáëþäåíèÿìè èëè èçìåðåíèÿìè.Ïóñòü �óíêöèÿ g(x1; : : : ; xn) � îöåíêà.Ïðèìåð 1: Îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ�x = (1=n) nXi=1 xi:Ïðèìåð 2: Îöåíêà äèñïåðñèè s2 = (1=n) nXi=1 (xi � �x)2:Ïðèìåð 3: Îöåíêà êîý��èöèåíòà âàðèàöèèv = s�x:Ïóñòü âåêòîð ~� ïðèíàäëåæèò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé~� 2 f(~x; ~�); � 2 
;ãäå ~� � íåèçâåñòíûé âåêòîðíûé ïàðàìåòð. Îñíîâíûå ìîìåíòû ñâÿçàííûå ñ ðåøå-íèåì çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè:1. Êëàññ ðàñïðåäåëåíèé F = ff(~x; ~�); ~� 2 
gäëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ~�. 67



68 �ëàâà 4. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè2. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà D ðåøåíèé d, d 2 D.3. Ïðîñòðàíñòâà íàáëþäåíèé (äàííûå) ~x 2 X.4. Ïðîñòðàíñòâî íåèçâåñòíûõ (èñêîìûõ) ïàðàìåòðîâ ~� 2 
Ñâÿçè ìåæäó X, D è 
 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.1. Îöåíèâàíèå íåèçâåñòíîãî âåê-
�èñ. 4.1: Ñâÿçè ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ðåøåíèé, íàáëþäåíèé è ïàðàìåòðîâ.òîðà ~� ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè g(x1; : : : ; xn), çàâèñÿùåé îò íàáëþäåíèé ~x íà-çûâàåòñÿ òî÷å÷íûì îöåíèâàíèåì. Ôóíêöèÿ g(~x) íàçûâàåòñÿ îöåíêà~̂�n = g(x1; : : : ; xn):4.2 Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêèÎöåíêà íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè ïðè ñòðåìëåíèè âûáîðêè íàáëþäåíèéê áåñêîíå÷íîñòè, îöåíêà ñòðåìèòñÿ ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ ïî âåðîÿòíîñòèP (j�̂n � �0j � ") � 1� �;ãäå " > 0, � > 0 (ñì. ðèñ. 4.2).

�èñ. 4.2: Èëëþñòðàöèÿ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.



4.3. Íåñìåùåííîå îöåíèâàíèå 694.3 Íåñìåùåííîå îöåíèâàíèåÏóñòü �̂n � îöåíêà ïàðàìåòðà (ñ èñòèííûì çíà÷åíèåì) �0. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-äàíèå M [�̂n � �0℄ îøèáêè îöåíêè íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì. Åñëè ñìåùåíèå ðàâíîíóëþ, òî òàêàÿ îöåíêà íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåñÿbn(�̂) =M(�̂n)� �0 = 0; M [�̂℄ = �0:Àññèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåíêà:M(�̂n) n!1! �0(èëëþñòðàöèè � ñì. ðèñ. 4.3).

�èñ. 4.3: Èëëþñòðàöèè ðàçëè÷íûõ òèïîâ îöåíîê.Ïðèìåð: Ïóñòü (x1; x2; : : : ; xn) � âûáîðêà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíûbe xi 2 N(m�; �2� ). Íàéäåì îöåíêó Ŝ2 äèñïåðñèè �2.Âû÷èñëèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþs2 = 1n nXi=1 (xi � �x)2 = 1n nXi=1 x2i � �x2:Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:M(s2) = 1n nXi=1 M(x2i )�M(�x2) = �1� 1n� �2:Ñëåäîâàòåëüíî, íåñìåùåííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè èìååò âèäŜ2 = nn� 1s2 = 1n� 1 nXi=1 (xi � �x)2; M(Ŝ2) = nn� 1M(s2) = �2:



70 �ëàâà 4. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè4.4 Íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà. Ý��åêòèâíîñòüÍèæíÿÿ îöåíêà äèñïåðñèè îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì�àî�Êðàìåðà.Ïóñòü x1; x2; : : : ; xn � âûáîðêà, îòâå÷àþùàÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ñ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòåé L(~x; �) = nYi=1 f(xi; �):Ïóñòü �̂ = �̂(x1; x2; : : : ; xn) � îöåíêà. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè L(~x; �) íîðìèðîâàíàíà åäèíèöó Z : : :Z L(x1; x2; : : : ; xn; �)dx1; : : : ; dxn = 1:Âûïîëíèâ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó � ïîëó÷èìZ : : :Z �L�� dx1; : : : ; dxn = 0: (4.1)Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íåñìåùåííîñòè îöåíêè �̂M�̂ = �èëèZ : : :Z �̂Ldx1; : : : ; dxn = �; Z : : :Z �̂(x1; : : : ; xn)�L�� dx1; : : : ; dxn = 1: (4.2)Ñ ó÷åòîì (4.1) è (4.2) ìîæíî çàïèñàòüZ : : :Z [�̂ � �℄�L(x1; : : : ; xn; �)�� dx1; : : : ; dxn = 1èëè Z : : :Z [�̂ � �℄ � 1L �L�� �Ldx1; : : : ; dxn = 1:Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåMh(�̂ � �)� 1L �L�� �i = 1:Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ �̂ � � = V è 1L �L�� =Wè, èñïîëüçóÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåìM(V 2) �M(W 2) � [M(V �W )℄2èëè M(V 2) �M(W 2) � 1; M(�̂ � �)2 �Mh 1L �L�� i2 � 1: (4.3)



4.4. Íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà. Ý��åêòèâíîñòü 71Ïîëàãàÿ L 6= 0, ìîæíî çàïèñàòü� lnL�� = 1L �L�� ;�2 lnL��2 = � 1L2 h�L�� i2 + 1L �2L��2 : (4.4)Óìíîæèì (4.4) íà L è ïîëó÷èì ìåòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMh 1L �2L��2 i = Z : : :Z �2L��2 dx1; : : : ; dxn = 0è Mh 1L �L�� i2 = �Mh�2 lnL��2 i: (4.5)Ó÷èòûâàÿ (4.5) çàïèøåì íåðàâåíñòâî (4.3) â âèäåD(�̂)=M(�̂ � �)2 � 1M [��2 lnL��2 ℄ : (4.6)Íåðàâåíñòâî (4.6) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì �àî�Êðàìåðà.Âûðàæåíèå Mh��2 lnL��2 i =Mh� lnL�� i2 = I(F )(�)íàçûâàåòñÿ èí�îðìàöèåé Ôèøåðà. Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà îò èí�îðìàöèè Ôèøåðàÿâëÿåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè �̂D(�̂) � (I(F )(�))�1:Â ñëó÷àå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� = (�1; : : : ; �s), íåðàâåíñòâî �àî�Êðàìåðà çà-ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìD(~̂�) � (I(F )(~�))�1;ãäå Dss0 =M [(�̂s � �s)(�̂s0 � �s0)℄� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ èI(F )ss0 =Mh��2 lnL(~x; ~�)��s��s0 i =Mh� lnL(~x; ~�)��s � lnL(~x; ~�)��s0 i� èí�îðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà. Îöåíêà �̂ íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíîé, åñëèíåðàâåíñòâî �àî�êðàìåðà ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâîD(�̂) = [I(F )(�)℄�1:



72 �ëàâà 4. Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè4.5 Äîñòàòî÷íîñòüÅñëè îöåíêà �̂(x1; : : : ; xn) ñîäåðæèò âñþ èí�îðìàöèþ î ïàðàìåòðå �, êîòîðàÿäîñòóïíà èç íàáëþäåíèé (x1; : : : ; xn), ãîâîðÿò î äîñòàòî÷íîé îöåíêå.Â ñëó÷àå ïîâòîðíîé âûáîðêè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé L(~x; �) ïðè äîñòàòî÷íîìîöåíèâàíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:L(~x; �) = g(�̂; �)h(~x):4.6 �îáàñòíîå îöåíèâàíèåÎöåíêà íàçûâàåòñÿ ðîáàñòíîé, åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå íå÷óâñòâèòåëüíî ê ìà-ëûì èçìåíåíèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íûõ âåëè÷èí èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå,íå÷óâñòâèòåëüíî ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé.



�ëàâà 5Ìîäåëè èçìåðåíèéÏåðâûì øàãîì ãåî�èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìîäåëè èçìå-ðåíèé (ìîäåëè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà, ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýêñ-ïåðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà). Òàêàÿ ìîäåëü ÿâÿëåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì ññîò-íîøåíèåì ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè (äàííûìè) è íåèçâåñòíû-ìè ïàðàìåòðàìè ãåî�èçè÷åñêèõ îáåêòîâ èëè ñðåäû. Âèä �óíêöèîíàëüíîé ñâÿçèîïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå �èçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ïðîâîäèìîãîýêñïåðèìåíòà. Ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ äîëæíû ó÷èòûâàòüñëó÷àéíûé õàðàêòåð ýêñïåðèìåíòà. Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò, ïðèñóòñòâó-þùèõ â ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ ìîäëè èçìåðåíèé.5.1 Àääèòèâíûå ìîäåëèÏóñòü èçìåðåíèÿ ãåî�èçè÷åñêîãî ïîëÿ u ïðîâîäÿòñÿ â òî÷êàõ xk, yl, zm ïðè çíà-÷åíèÿõ âðåìåíè ti:u(xk; yl; zm; ti); xk = k�x; yl = l�y; zm = m�z; ti = i�t:Ïóñòü íåèçâåñòíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ãåî�èçè÷åñêîãî ïîëÿ:~� = (�1; : : : ; �s);ãäå s � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü �óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàáëþäà-åìûìè âåëè÷èíàìè u è íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ~� be îïèñûâàþòñÿ çàâèñèìî-ñòüþ f(~�; xk; yl; zm; ti). Ìîäåëü ñðåäû âèäàu(xk; yl; zm; ti) = f(xk; yl; zm; ti; ~�) + "(xk; yl; zm; ti);â êîòîðîé ñëó÷àéíàÿ (øóìîâàÿ) êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé, íàçûâàåòñÿàääèòèâíîé ìîäåëüþ. Ïîäîáíûå ìîäåëè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ñòàòè-ñòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. 73



74 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèé5.2 Ìîäåëè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèèÀääèòèâíàÿ ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå, îïèñûâàåò òèï ìîäåëåé, êîòîðûå íî-ñÿò íàçâàíèå ìîäåëè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèèThe additive model, introdu
edabove, 
on
erns to the type of models of the quantitative interpretation. çàäà÷à êîëè-÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ñîñòîèò â îöåíèâàíèè âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-ðîâ ~� ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.Ïðèìåð 1: Ìîäåëü ñåéñìè÷åñêîé òðàññû:u(ti) = mX�=1 A�'(ti � ��) + "(ti);ãäå '(t) � �îðìà ñåéñìè÷åñêîã ñèãíàëà, A� � àìïëèòóäà è �� � âðåìÿ ïðè-õîäà ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà ñ íîìåðîì �. Âåêòîð ïàðàìåòðîâ â ýòîì ñëó÷àåèìååò âèä The parameter ve
tor has in this 
ase the form~� = kA�; ��k�=1:Ïðèìåð ñåéñìè÷åñêîé òðàññû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.1a. Ñåéñìè÷åñêàÿ òðàñ-ñà � ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ The tra
e is a result of numeri
al simulation1-D âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-îä/-íî/-ðîä/-íî/-ãî (ðèñ. 5.1b)ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Íà ñåéñìè÷åñêîé òðàññå ìîæ-íî âûäåëèòü òðè âîëíû, ïðè ýòîì êàæäàÿ âîëíà ìîæåò áûòü îïèñàíà àìïëè-òóäîé A� è âðåìåíåì ïðèõîäà ��. Íåïðåðûâíóþ ïî âðåìåíè ìîäåëü ìîæíî
�èñ. 5.1: Ñåéñìè÷åñêàÿ òðàññà. (a) � ñåéñìè÷åñêàÿ òðàññà îñëîæíåííàÿ íîðìàëüíûìøóìîì (N(0; 0:1)); (b) � ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ñðåäå êàê �óíêöèÿ ãëóáèíûè âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü âîçäåéñòâèÿ â èñòî÷íèêå. Èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí âáëèçèñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.ïðåäñòàâèòü â ÷àñòîòíîé îáëàñòèu(!) = mX�=1 A��(!) expf�i!��g+ E(!)èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:u(!) = 1Z�1 u(t) expf�i!tgdt; �(!) = 1Z�1 '(t) expf�i!tgdt;



5.3. �åãðåññèîííàÿ ìîäåëü 75E(!) = 1Z�1 "(t) expf�i!tgdt:Äèñêðåòíóþ âðåìåííóþ ìîäëü, èñïîëüçóÿ Z-ïðåîáðàçîâàíèå (Z = e�i!�t)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåu(Z) = mX�=1 A��(Z)Z��=�t + E(Z):Ïðèìåð 2: Ïóñòü âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçáóæäåííîãî èñ-òî÷íèêîì òèïà ìàãíèòíîãî äèïîëÿ, çàðåãèñòðèðîâàíà íà ëèíåéíîì ïðî�è-ëå, â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü èçìåðåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäåu(xk) = M(2h2 � x2k)(x2k + h2)5=2 + "(xk); (5.1)ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò äèïîëÿ, h � ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ äèïîëÿ.Ìàãíèòíîå ïîëå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 5.2 óäîâëåòâîðÿåò �îðìóëå (5.1)(h = 1 êì, M = 1).

�èñ. 5.2: Ìàãíèòíîå ïîëå îñëîæíåííîå íîðìàëüíûì øóìîì (N(0; �)). Ìàãíèòíîå ïîëå,îòâå÷àþùåå ðåãèñòðàöèè íà ëèíåíîì ïðî�èëå, âû÷èñëåíî ïî �îðìóëå (5.1) (h = 1 êì,M = 1, � = 0:1).5.3 �åãðåññèîííàÿ ìîäåëüÄëÿ àïïðîêñèìàöèè ãåî�èçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ðåãðåñ-ñèîííàÿ ìîäåëü èëè ëèíåéíàÿ ìîäåëü. Ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó èñêîìûìèïàðàìåòðàìè è íàáëþäåíèÿìè, â îáùåì ñëó÷àå, ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ïóòåì ëèíå-àðèçàöèè èñïîëüçóåìûõ �èçè÷åñêèõ ñâÿçåé è ìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèéu(xk; yl; zm; ti) = SXj=0 �j j(xk; yl; zm; ti) + "(xk; yl; zm; ti):



76 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèéÏðèìåð 1: Â ñëó÷àå îáðàáîòêè äâóìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ u, ìû ìîæåì çàïè-ñàòü ìîäåëü â âèäå:u(xk; zm) = SXj=0 �j j(xk; zm) + "(xk; zm);ãäå �j � ìàãíèòíûé ìîìåíò àíîìàëèè ñ íîìåðîì j.Ïðèìåð 2: Ìîäåëü ñåéñìîãðàììû:u(xk; ti) = SXj=0 �j j(xk; ti) + "(xk; ti);ãäå �j � àìïëèòóäà ñåéñìè÷åñêîé âîëíû,  j(xk; ti) � �îðìà ñêéñìè÷åñêîéâîëíû ñ íåèçâåñòíîé âðåìåííîé çàäåðæêîé.Î÷åíü ÷àñòî íà ïðàêòèêå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãåî�èçè÷åñêèõ äàííûõ èñïîëüçó-þòñÿ îäíîìåðíûå ìîäåëèÏðèìåð 3: Íàáëþäåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü ëèíåéíîãî ïðî�èëÿ:u(xk) = SXj=0 �j j(xk) + "(xk):Ïðèìåð 4: Ñåéñìè÷åñêàÿ òðàññà, çàðåãèñòðèðîâàííàÿ îäíèì ãåî�îíîì:u(ti) = SXj=0 �j j(ti) + "(ti):�àññìîòðåííóþ ðàíåå ëèíåéíóþ ìîäåëü ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàòíîé �îðìå ñèñïîëüçîâàíèåì âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé:~u =  ~� + ~";ãäå ~u = 0B� u1...uk 1CA ; ~" = 0B� "1..."k 1CA ;  = 0�  11 : : :  1S: : : : : : : : : K1 : : :  KS: 1AÌàòðèöó  íàçûâàþò ìàòðèöåé ïëàíà èëè ñòðóêòóðíîé ìàòðèöåé.



5.4. Ìîäåëè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè 775.4 Ìîäåëè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèèÅñëè â ðåçóëüòàòå èíòåðïðåòàöèè äàííûõ âîçìîæíî ïîëó÷èòü èí�îðìàöèþ îò-íîñèòåëüíî êà÷åñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü èçìå-ðåíèé íàçûâàåðñÿ ìîäåëüþ êà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè.u(xk; yl; zm; ti)� = 1; 2; : : : ; N = 8>><>>: either f1(xk; yl; zm; ti) + "(xk; yl; zm; ti);or f2(xk; yl; zm; ti) + "(xk; yl; zm; ti; )0: : : : : :or fN(xk; yl; zm; ti) + "(xk; yl; zm; ti)0ãäå f� � ïîëå îáúåêòà ñ ñîñòÿíèÿìè, ïðîíóìåðîâàííûìè � = 1; 2; : : : ; N .Ïðèìåð 1: Îáíàðóæåíèå ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà íà �îíå øóìà:u(ti) = � either A'(ti � �) + "(ti; )or "(ti);ãäå A � èçâåñòíàÿ àìïëèòóäà, � � èçâåñòíîå âðåìÿ ïðèõîäà ñåéñìè÷åñêîãîñèãíàëà (ñì. ðèñ. 5.3). Çàäà÷à ñîñòîèò â îáíàðóæåíèè ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëàèëè â �èêñàöèè îòñóòñòâèÿ ñèãíàëà.
�èñ. 5.3: Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (�øóì è ñèãíàë èëè øóì�).Ïðèìåð 2: Âûáîð ìåæäó äâóìÿ ñåéñìè÷åñêèìè ñèãíàëàìèu(ti) = � either A1'(ti � �1) + "(ti)or A2'(ti � �2) + "(ti)ãäå A1 è �1 � àìïëèòóäà è âðåìÿ ïðèõîäà 1-é âîëíû, A2 è �2 � ïàðàìåòðû2-é âîëíû. Çàäà÷à ñîñòîèò â îáðàáîòêå ñåéñìè÷åñêîé òðàññû ñ öåëüþ îïðå-äåëåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ñèãíàëà ê îäíîìó èç äâóõ çàäàííûõ (ñì. ðèñ. 5.4).Ïðèìåð 3: �àçðåøåíèå ñåéñìè÷åñêèõ ñèãíàëîâ âî âðåìåííîé îáëàñòè:u(ti) = � either A0'0(ti � �0) + "(ti)or A1'1(ti � �1) + A2'2(ti � �2) + "(ti):Çàäà÷à ñîñòîèò â ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ: íà èíòåðâàëå ñåéñìè÷åñêîé òðàññûèìååòñÿ îäíà âîëíà ñ ïàðàìåòðàìè (A0; �0) èëè äâå âîëíû ñ ïàðàìåòðàìè(A1; �1) and (A2; �2) (ñì. ðèñ. 5.5).



78 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèé

�èñ. 5.4: Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (�ñèãíàë (íîìåð 1) è øóì èëè ñèãíàë (íîìåð 2)è øóì�).
�èñ. 5.5: Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (�ñèãíàë è øóì èëè äââà ñèãíàëà è øóì�).Ïðèìåð 4: �àçðåøåíèå ñåéñìè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 5.6):u(!) = � either A0�0(! � !0) + E(!)or A1�1(! � !1) + A2�2(! � !2) + E(!):
�èñ. 5.6: Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè (�ñèãíàë è øóì èëè äâàñèãíàëà è øóì�).5.5 Ìîäåëè êà÷åñòâåííî-êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðå-òàöèèÏðè ðåøåíèè ñëîæíûõ èíòåðïðåòàöèîííûõ çàäà÷, ãåî�èçèê èìååò äåëî ñ ìîäå-ëÿìè ñëåäóþùåãî òèïà:
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u(xk; yl; zm; ti)� = 1; 2; : : : ; N = 8>>><>>>: either f1(xk; yl; zm; ti; ~�1) + "(xk; yl; zm; ti);or f2(xk; yl; zm; ti; ~�2) + "(xk; yl; zm; ti);: : : : : :or fN(xk; yl; zm; ti; ~�N) + "(xk; yl; zm; ti);ãäå ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîãî îáåêòà õàðàêòåðèçóåòñÿ N ðàçëè÷íûìè íåñëó÷àéíû-ìè ñîñòîÿíèÿìè èëè ñèãíàëàìè f� , ïðè ýòîì êàæäîå ñîñòîÿíèå çàâèñèò îò âåêòîðà~�� íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷à ññîñòîèò â âûáîðå îïòèìàëüíîé ïðîöåäóðûâûáîðà ìåæäó âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè è â îöåíèâàíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-ðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè íåîáõîäèìî çàäàòü (îïðåäåëèòü)ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû.5.6 Ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà ìîäåëè è åå ñâîéñòâàÑòðóêòóðà àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíîé êîìïî-íåíòû ìîäåëè, ïîýòîìó íåîáõîäèì òùàòåëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ ñëó÷àéãîé êîìïî-íåíòû.5.6.1 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÏðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �èçè÷åñêóþ ïðèðîäó øóìà, ñ ó÷åòîì öåíòðàëüíîé ïðå-äåëüíîé òåîðåìû ìû ìîæåì ÷àñòî ïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå øóìà áëèçêî êíîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ~" 2 N(~"0; R):Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî (íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî) âåêòîðà ~":p(~") = (2�)�n=2jRj�1=2 expf�12(~"� ~"0)TR�1(~"� ~"0)g;ãäå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìRii0 =M [("i � "0i)("i0 � "0i0)℄è ýëåìåíòû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû èìåþò âèärii0 = Rii0pRiipRi0i0 :5.6.2 Ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà êàê ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññÊîððåëÿöèîíóþ ìàòðèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:r = 24 1 r1 r2 : : : rn: : : : : : : : : : : : : : :rn rn�1 rn�2 : : : 1 35 :



80 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèé5.6.3 Ñ ëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà êàê íåêîððåëèðîâàííûé ïðî-öåññÝëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:Rii0 = �2i Æii0; Æii0 = � 1 by i = i0;0 by i 6= i0;R = �2E; R�1 = 1�2E;ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò âèä:p(~") = (2��2)�n=2 expf� 12�2 (~"� ~"0)2g: (5.2)5.6.4 Ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññÝëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñòü â âèäåRii0 = �2 expf�
ji� i0jg (5.3)(ñì. ðèñ. 5.7). Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå 
 = exp(�
)ìû ìîæåì çàïèñàòü êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó:R = �2 2664 1 
 
2 : : : 
n
 1 
 : : : 
n�1: : : : : : : : : : : : : : :
n 
n�1 
n�2 : : : 1 3775Îïðåäåëèòåëü R ðàâåí

�èñ. 5.7: Ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â ñëó÷àå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (5.3)(� = 1, 
 = 1).jRj = �2n(1� 
2)n�1:



5.7. Ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðîì 81Îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèäR�1 = 1�2(1� 
2) 2664 1 �
 0 : : : 0�
 1 + 
2 �
 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 1 3775 :Íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà:p(~") = (2��2)�n=2(1� 
2)(n�1)=2 expf� 12�2(1� 
2) �� [(1 + 
2) nXi=1 "2i � 2
 nXi=1 "i"i+1 � 
2("21 + "2n)℄g:5.6.5 �àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà�àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà p(") = 12� exp��j"� "0j� �ÿâëÿåòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûì, ÷åì íîðìàëüíîå ðàâïðåäåëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñëó-÷àéíîé êîìïîíåíòû ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ. �Õâîñòû� ðàñïðåäåëíèÿ Ëàïëàñà ñïà-äàþò ìåäëåííåå, ÷åì �õâîñòû� íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (5.2) (see Figure 5.8).

�èñ. 5.8: �àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåíåíèå. 1 � ðàñïðåäåëåíèåËàïëàñà ("0 = 0, � = 1); 2 � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ("0 = 0, � = 1).5.7 Ìîäåëü ñî ñëó÷àéíûì ïàðàìåòðîìÏóñòü ïàðàìåòð � � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çàïèøåì ìîäåëü â âèäåu(xk; ti) = MX�=1 A�'(ti � ��k) + "(xk; ti);



82 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèéãäå A� è �� � ñîîòâåòñòâåííî ñëó÷àéíàÿ àìïëèòóäà è ñëó÷àéíîå âðåìÿ ïðèõîäàâîëíû ñ íîìåðîì �. Ôîðìà âîëíû '(ti) íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé. Ïðè ðåøåíèè ãåî-�èç÷èñêèõ ïðîáëåì (íà ïðàêòèêå) ÷àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïàðàìåòððàñïðåäåëåí ïî íîðìàäüíîìó çàêîíó.A 2 N(0; �2A); � 2 N(0; �2� ); " 2 N(0; �2"):5.8 Àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîëå ïàðàìåòðîâÏîä àïðèîðíîé èí�îðìàöèåé ïîíèìàþ èí�îðìàöèþ íå ñâÿçàííóþ ñ ðåçóëüòàòà-ìè ïðîâîäèìîãî ýêñïåðèìåíòà.Àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ, íàïðèìåð, â âèäå ñèñòåìû ðàâåíñòâ~�(~�) = ~
ëè íåðàâåíñòâ ~
1 � ~�(~�) � ~
2;ãäå ~� = âåêòîð íåèçâåñòíâõ ïàðàìåòðîâ, ~�(~�) � çàäàííàÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ.Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíèÿ àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ áîëåå óäîáíî çàäàâàòüâ âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàâåíñòâ A~� = ~Vèëè íåðàâåíñòâ ~V1 � A~� � ~V2;ãäå ~V1 è ~V2 � ñîîòâåòñòâåííî çàäàííûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû.Åñëè àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � îòñóò-ñòâóåò, òî îí (�îðìàëüíî) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò �1 äî +1. Ñëåäîâà-òåëüíî òàêîìó ñëó÷àþ îòâå÷àåò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé âèäàp(�) = 
onst with �1 < � <1:Òàêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòüþ �â ñòðîãîìñìûñëå�,ò.ê. R1�1 p(�)d� 6= 1.�àíåå îòìå÷àëîñü, ÷òî ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåîïðåäåëåííîñòè ñèñòåìû.Ïðèìåíÿÿ ïðèíöûï ìàêñèìàëüíîé èíòðîïèè ìîæíîâû áðàòü ðàñïðåäåëåíèå, êî-òîðîå äîñòàâëÿåò ìàêñèìàëüíóþ íåîïðåäåëåííîñòü èñêîìûì âåëè÷èíàì ïðè çà-äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ïðåäïîëîæåíèå îá îòñóòñòâèè àïðèîðíîé èí�îðìàöèè ìî-æåò áûòü òðàíñ�îðìèðîâàíî â ïðåäïîëîæåíèå î íàëè÷èè àïðèîðíîé èí�îðìàöèèñîäåðæàùåé ìàêñèìàëüíþ âîçìîæíóþ íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî èñêîìûõïàðàìåòðîâ.�àññìîòðèì ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîé ýíòîëïèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëå-íèé ñ ìàêñèìàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ:



5.8. Àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîëå ïàðàìåòðîâ 831. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ~� = f�1; : : : ; �sg ñ êîìïîíåíòà-ìè, îïðåäåëåííûìè íà èíòåðâàëàõ (�0s��00s ) îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé íåîïðå-äåëåííîñòüþ (ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé) â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ p(~�) = 8<: SQs=1 1=(�0s � �00s ) �00s � �s � �0s;0 �s:2. �àññìîòðèì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ~� = f�1; : : : ; �sg ñìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì h~�i è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé �2�s ñ êîìïî-íåíòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè èíòåðâàëó (�1;1). Â ýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëü-íî ýíòðîïèéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåp(~�) = SYs=1(2��2�s)�1=2 expn�12 SXs=1 (�s � h�si)2�2�s o:Ïðèìåð: �àññìîòðèì îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëàf(A; �) = A'(ti � �):Ïóñòü àìïëèòóäà A èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì hAi è äèñïåðñèåé �2A. Âðåìÿ ïðèõîäà ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà �èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêóþ àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåp(A; �) = 8<: [p2��A(� 0 � � 00)℄�1� by � 00 � � � � 0;� expf�(A� hAi)2=2�2Ag0 for others �:



84 �ëàâà 5. Ìîäåëè èçìåðåíèé



�ëàâà 6�åøåíèå îáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõçàäà÷: ëèíåéíûå ìîäåëèÏóñòü ãåî�èçè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ, íåñóùèå èí�îðìàöèþ î íåèçâåñòíîì âåêòîðåïàðàìåòðîâ ~� ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåêòîðà ~u. Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû � ~� áóäóòîöåíèâàòüñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàþùåé �óíêöèè �(~u; ~�). �àññìîòðèì ëèíåéíûåìîäåëè èçìåðåíèé. ~u =  ~� + ~";ïðè ýòîì íà÷íåì ñ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.6.1 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ)Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðè îöåíèâàíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâof ~� çà-êëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñóììû âçâåøåííûõ êâàäðàòîâ�(~�) = (~u�  ~�)TW (~u�  ~�);~̂� = arg min �(~�);ãäå W � äèàãîíàëüíàÿ âåñîâàÿ �óíêöèÿ W = diag(w1; : : : ; wn). Äëÿ íàõîæäåíèÿìèíèìóìà, �óíêöèÿ � äè��åðåíöèðóåòñÿ ïî êàæäîìó èç èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ èè êàæäîå èç ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì óðàâíåíèé ïðèðàâíèâàåòñÿ íóëþ��=��s = 0 ) ( TW )~� =  TW~u:Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü âåñîâóþ ìàòðèöó êàê îáðàòíóþ êîâàðèàöèîííóþìàòðèöó ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ~"W = R�1" or W = ��2" I;ãäå ��2" � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû.~̂� = ( T )�1 T~u:85



86 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèÊîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó îöåíêè ~̂� ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåR� = M [(~̂� � ~�)(~̂� � ~�)T ℄ =M [( T )�1 T~u� ~�℄[~uT ( T )�1 � ~�T ℄ == M [( T )�1( T )~� � ~� + ( T )�1 T~"℄[( T )( T )�1~�T � ~�T + ~"T ( T )�1℄= ( T )�1 TM [~" ~"T ℄ ( T )�1 = �2"( T )�1:6.1.1 Ñâîéñòâà ÌÍÊ îöåíîê1. Îöåíêà �̂MLSÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé:M [~̂�℄ = ( T )�1 TM [~u℄ == ( T )�1 TM [ ~� + "℄ = ~�;÷òî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ M ["℄ = 0.2. Îöåíêà �̂MLS ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíîé:Rss(~̂�) � Rss(~� �) s = 1; : : : ; S;ãäå ~� � � ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà. Îöåíêà ïî ÌÍÊ èìååò ìèíèìàëüíóþ îöåíêóâ êëàññå ëèíåéíûõ îöåíîê.3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà âåêòîðà èçìåðåíèé ~u è åãî îöåíêè ~̂u =  ~̂�ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè�̂2" ) M [(~u�  ~̂�)T (~u�  ~̂�)℄ = �2"(n� S))) �̂2" = (~u�  ~̂�)T (~u�  ~̂�)=(n� S) = ~̂"T ~̂"=(n� S):Ïðèìåð: Íàéäåì àìïëèòóäû ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ñ èçâåñòíûìè âðåìåíàìè ïðèõî-äà s �s.Ìîäåëü ñåéñìè÷åñêîé òðàññû: ~u =  ~A+ ~";ãäå  = jj'(ti � �s)jjn�S � ìàòðèöà, ~" � íåêîððåëèðîâàííûé ñëó÷àéíûé øóì ñíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îöåíêà àìïëèòóä ïî ÌÍÊ èìååò âèä~̂A = ( T )�1 T~uñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé îöåíêè ~̂ARÂ = �̂2"( T )�1;ãäå �̂2" = (~u�  ~̂A)T (~u�  ~̂A)n� S� ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà.



6.2. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: íåëèíåéíàÿ ìîäåëü 876.2 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: íåëèíåéíàÿ ìî-äåëüÂ îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè ~� è íàáëþäåíèÿìè ~u íå ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé ~u = ~'(~�) + ~";ãäå 'i(~�) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.Ìû ìîæåì ëèíåàðèçîâàòü �óíêöèè 'i(~�) âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì âðÿä Òåéëîðà. Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè (îïîðíûå) ïàðàìåòðû ~�0 ïîëó÷àåì:~'(~�) = ~'(~�0) +  �~� + : : : :Ìîäåëü ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå~~u =  �~� + ~";ãäå ~~u = ~u� ~'(~�0),  � ìàòðèöà,k jsk = �'j=��sj~�=~�0è �~� = ~� � ~�0.Îöåíêè ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èòåðàòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ íîâûõ îöå-íîê.Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ íà ïåðâîì øàãå èìååò âèä:�~̂� (1) = ( T0W0 0)�1 T0W0~~u0; ~̂� (1) = ~�0 +�~̂� (1);ãäå W0 � äèàãîíàëüíàÿ âåñîâàÿ ìàòðèöàW0 = (�̂2"0)�1I;ïðè ýòîì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà:�̂2"0 = (~u�  0~�0)T (~u�  0~�0)n� S :Îöåíêà íà âòîðîì øàãå: �~̂� (2) = ( T1W1 1)�1 T1W1~~u1;ãäå ~~u1 = ~u�  1~̂� (1) � íîâûé âåêòîð èçìåðåíèé, ìàòðèöà  1:k (1)js k = �'j��s ���~�=~̂�1



88 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèè âåñîâàÿ ìàòðèöà íà âòîðîì øàãå:W1 = (�̂2"1)�1I = "(~u�  0~�1)T (~u�  0~�1)n� S #�1 I:Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ. Åñëè íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ:�������~̂�(2)s~̂�(2)s ������ � �;òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ. Â àëüòåðíàòèâíîì ñëó÷àå èòåðàöèîííûéïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ.Íàïðèìåð, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òàêóþ ïðîöåäóðó äëÿ îöåíèâàíèÿ âðåìåíïðèõîäà �s ñèãíàëîâ â ìîäåëè ~u =  ~A+ ~";(ñì. 6.1) ãäå  = k'(ti � �s)k � ìàòðèöà (n� S).6.3 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: îðòîãîíàëüíûåïîëèíîìûÏîëèíîìèàëüíûå ìîäåëè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñãëàæèâàíèÿ êðèâûõ èëè ïî-âåðõíîñòåé. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè~u =  ~� + ~"ýëåìåíòû ìàòðèöû  ìîãóò èìåòü âèä  is = xsi � î÷åíü âàæíûé ñïåöèàëüíûéñëó÷àé.Ìû ìîæåì çàïèñàòü i-þ ñòðîêó ìàòðèöû  êàê i = k'0(xi); '1(xi); : : : ; 'S�1(xi)k:Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:nXi=1 's(xi)'s0(xi) = 8<: nPi=1'2s(xi) for s = s00 for s 6= s0è  T çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
 T = 














nPi=1'20(xi) 0 : : : 00 nPi=1'21(xi) : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : nPi=1'2S�1(xi)













 :



6.3. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû 89Â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà:'0(xi) = 1; '1(xi) = xi + b0'0(xi):Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòà b0 âûïîëíÿåì óìíîæåíèå íà '0(xi) è ñóììèðóåìb0 ) nXi=1 '1(xi)'0(xi) = nXi=1 xi'0(xi) + b0 nXi=1 '20(xi):Ó÷èòûâàÿ, ÷òî nXi=1 '1(xi)'0(xi) = 0;ïîëó÷àåì b0 = � nPi=1 xi'0(xi)nPi=1'20(xi) ;è ìîæåì çàïèñàòü '1(xi) â ÿâíîì âèäå'1(xi) = xi � nPi=1 xi'0(xi)nPi=1'20(xi) '0(xi):Äëÿ �óíêöèè '2(xi) èìååì'2(xi) = x2i + b1'1(xi) + b0'0(xi):Êîý��èöèåíòû b0 è b1 íàõîäèì èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòènXi=1 '2(xi)'0(xi) = 0; b0 = � nPi=1 x2i'0(xi)nPi=1'20(xi) ;nXi=1 '2(xi)'1(xi) = 0; b1 = � nPi=1 x2i'1(xi)nPi=1'21(xi) :Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ b0 è b1 â �óíêöèþ '2(xi), ïîëó÷àåì'2(xi) = x2i � nPi=1x2i'1(xi)nPi=1'21(xi) '1(xi)� nPi=1x2i'0(xi)nPi=1'20(xi) '0(xi):



90 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèÇàïèøåì �óíêöèþ 's(xi) â âèäå's(xi) = xsi � nPi=1 xsi's�1(xi)nPi=1'2s�1(xi) 's�1(xi)� : : :� nPi=1xsi'0(xi)nPi=1'20(xi) '0(xi);'s(xi) = xsi + bs�1's�1(xi) + : : :+ b0'0(xi):Êîý��èöèåíòû bq (q < s) îïðåäåëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé îðòîãîíàëü-íîñòè nXi=1 xsi'q(xi) + bq nXi=1 '2q(xi) = 0; bq = � nPi=1 xsi'q(xi)nPi=1'2q(xi) :Îöåíêè ïàðàìåòðîâ �̂s îïðåäåëÿþòñÿ êàê�̂s = nXj=1 'sjuj; s = 0; 1; 2; : : : ; S � 1;~̂� = �~u;ãäå ìàòðèöà � èìååò âèä� = 







 '0(x1) '0(x2) : : : '0(xn)'1(x1) '1(x2) : : : '1(xn): : : : : : : : : : : :'S�1(x1) 'S�1(x2) : : : 'S�1(xn): 







Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îðòîíîðìàëüíîñòè:nXi=1 '2si = 1:Ïóñòü êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû � R" = �2"I, â ýòîì ñëó÷àåïîëó÷àåì R� = �2"I:Îöåíêà ÌÍÊ: �̂2" = 1n� S (~u�  ~̂�)T (~u�  ~̂�):6.4 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ îãðàíè÷åíèÿ-ìèÏóñòü íà íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ëèíåéíîé ìîäåëè~u =  ~� + ~"



6.4. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè 91íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ A~� = ~V ;ãäå A îáîçíà÷àåò [K � S℄ ìàòðèöó èçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ, è V � èçâåñòíûé[K � 1℄ âåêòîð.Íàèëó÷øàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ~~� âåêòîðà ~� íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ áóäåòïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.Ïîñòðîèì �óíêöèþ�(~�) = (~u�  ~�)T (~u�  ~�)� 2~�T (A~� � ~V );ãäå ~� � (K � 1) âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ýòîé�óíêöèè âûïîëíèì äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðàì �s��=��s = 0; s = 1; : : : ; S;�2~uT + 2~� T T � 2~�TA = 0 j ( T )�1:Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó ( T )�1 è èñïîëüçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ÌÍÊîöåíîê~̂� = ( T )�1 T~u, ïîëó÷àåì~~� T = ~̂� T + ~�TA( T )�1 j AT :Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó AT èìååì~~� TAT = ~̂� TAT + ~�TA( T )�1AT :Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îöåíêà ~~� äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì~~� TAT = V T ;íàéäåì âåêòîð (íåîïðåäåëåííûõ) ìíîæèòåëåé~�T = (~V T � ~̂� TAT )(A( T )�1AT )�1è, îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷èì îöåíêó~~� T = ~̂� T + (~V T � ~̂� TAT )(A( T )�1AT )�1A( T )�1 .Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà R~~� îöåíêè ~~� ìîæåò áûòüçàïèñàíà â âèäåR~~� = R~̂� � �2"( T )�1AT (A( T )�1AT )�1A( T )�1 ,



92 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèãäå R~̂� = �̂2"( T )�1; �̂2" = 1n� S �K (~u�  ~~�)T (~u�  ~~�):Çàïèøåì îïðåäåëåíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R~~�R~~� =M [(~~� � ~�)(~~� � ~�)T ℄ =M [(~̂� � ~� + ( T )�1AT ��(A( T )�1AT )�1(~V � A~̂�))(~̂� T � ~� T + (~V T � ~̂� TAT )��(A( T )�1AT )�1A( T )�1)℄;ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ B = ( T )�1, C = (A( T )�1AT )�1, ïîëó÷àåìR~~� = [(~̂� � ~� +BATC(~V � A~̂�))� (~̂� T � ~� T + (~V T � ~̂� TAT )CAB)℄Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R~̂� =M [(~̂� � ~�)(~̂� � ~�)T ℄ =M [(B T ( ~� + ~")� ~�)��(B T ( ~� + ~")� ~�)T ℄ = BM [~"~"T ℄ = �2"Bè M [(~V � AB T ( ~� + ~"))(B T ( ~� + ~")� ~�)T ℄ ==M [(~V � A~� � AB T~")(~� +B T~"� ~�)T ℄ == AB TM [~"~"T ℄ B = �2"ABè M [(~V � AB T ( ~� + ~"))(~V T � (~"T + ~� T T ) BAT )℄ == AB TM [~"~"T ℄ BAT = �2"ABAT :Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â R~~�, ïîëó÷àåìR~~� = R~̂� � 2�2"BATCAB + �2"BAT CABAT| {z }=I CAB = R~̂� � �2"BATCAB;êàê è áûëî çàïèñàíî ðàíåå.Ýòîò ìåòîä ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè ãåî�èçè÷åñêèõ çàäà÷. Íàïðèìåð,â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-íèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí, ïîëó÷åííîé ïî ïîâåðõíîñòíûì íàáëþäåíèÿì (~u), äàííûåàêóñòè÷åñêîãî êàðîòàæà (ïîëó÷åííûå â ñêâàæèíàõ) ïî îïðåäåëåíèþ ñêîðîñòèïðîäîëüíûõ âîëí (~V ), ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ëèíåéíûõ îãðàíè-÷åíèé.



6.5. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÌÏ) 936.5 Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÌÌÏ)Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñâîáîäåí îòíîñèòåëüíî ïðåäïîëîæåíèé îòíîñè-òåëüíî òèïà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà èçìåðåíèé ~u.Â ñëó÷àå îöåíèâàíèÿ ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïëîòíîñòü âå-ðîÿòíîñòåé èçìåðåííûõ âåëè÷èí äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà.Ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòü èçìåðåííûõ âåëè÷èí ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõïðàâäîïîäîáèåì ïàðàìåòðîâ ïðè çàäàííûõ èçìåðåíèÿõ.Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð ~u ãåî�èçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé èìååò ïëîòíîñòü âåðî-ÿòíîñòåé f(~x; ~�), çàâèñÿùóþ îò íåèçâåñòíûõ (�èêñèðîâàííûõ) ïàðàìåòðîâ ~�, òî�óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(~u; ~�) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìL(~u; ~�) = f(~x; ~�):Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ~�, äîñòàâëÿþùèõ ìàêñèìóì �óíêöèè L(~u; ~�) èëè lnL(~u; ~�)íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ~̂�MLM = arg max lnL(u1; : : : ; un; ~�):Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îò lnL ïî ïàðàìåòðàì �s� lnL(u1; : : : ; un; ~�)��s = 0:Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.Ñâîéñòâà îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.1. ~̂�MLM � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà.2. ~̂�MLM � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ îöåíêà M [~̂�n℄ n!1= �.3. ~̂�MLM � àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíàÿ îöåíêà pn(~̂�n � ~�) n!12 N(0; I(F )(�)),ãäå I(F )(�) � èí�îðìàöèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà.4. ~̂�MLM � àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíàÿ îöåíêà�2̂�n n!1= [I(F )(�n)℄�1è â ñëó÷àå âåêòîðà ïàðàìåòðîâR(~̂�) n!1= [I(F )(~̂�n)℄�1:Ïðèìåð 1: Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé àääèòèâíîé ìîäåëè ãåî�èçè÷åñêèõ äàííûõ ñíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ìîæíî çàïèñàòü~u = ~f(~�) + ~"; ~u = (u1; : : : ; un); " 2 N(0; R"):



94 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèÂîçüìåì ëîãàðè�ì îò �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿl(~u; ~�) = �n2 ln 2� � 12 lnR" � 12(~u� ~f(~�))TR�1" (~u� ~f(~�));ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè íå çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àåìl1(~u; ~�) = �12(~u� ~f(~�))TR�1" (~u� ~f(~�)):Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè R" = �2"I;èìååì l1(~u; ~�) = � 12�2" (~u� ~f(~�))T (~u� ~f(~�)):Ìàêñèìèçàöèÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè êâàä-ðàòè÷íîé �îðìû (~u� ~f(~�))T (~u� ~f(~�));ò.å. â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû " ìåòîäìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê òîìó æå ðåçóëüòàòó, ÷òî è ìå-òîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Óðàâíåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ çà-ïèøóòñÿ â âèäå (~u� ~f(~�))TR�1" � ~f��s = 0; s = 1; 2; : : : ; S:Ïðèìåð 2: Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîéêîìïîíåíòû ~u =  ~� + ~"; " 2 N(0; R")�óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ è óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âè-äå l1(~u; ~�) = �12(~u�  ~�)TR�1" (~u�  ~�)è (~u�  ~�)TR�1"  = 0ñîîòâåòñòâåííî. Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ÿâíîì âèäå~̂�MLM = ( TR�1"  )�1 TR�1" ~u:Ïðè ýòîì êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà â àñèìïòîòèêå èìåååò âèäR~̂� = �2( T )�1:Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîâïàäàåò ñ îöåíêîéÌÍÊ.



6.6. Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé 95Ïðèìåð 3: Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè è ëàïëàñîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîéêîìïîíåíòû ~u =  ~� + ~"; " 2 L(0; �2")�óíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäål1(~u; ~�) = � 2�2" j~u�  ~�j:Î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìèçàöèÿ �óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâåäåò ê ìåòîäóíàèìåíüøèõ ìîäóëåé.6.6 Ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäóëåé�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü íàáëþäåíèé~u =  ~� + ~"êîòîðàÿ ñîäåðæèò âûáðîñû. �îáàñòíàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìèíèìèçà-öèåé ïî íîðìå L1 (èëè ìèíèìèçàöèåé ìîäóëåé îòêëîíåíèé)�(~�) = nXi=1 vijui � SXs=1  is�sj;ãäå vi âåñîâûå êîý��èöèåíòû. Îöåíêó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå~̂� = arg min~� nXi=1 vijui � SXs=1  is�sj:Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ìû ââîäèì �óíêöèþ çàâèñÿùóþ îò âåêòîðîâ ~� è ~��1(~�; ~�) = nXi=1 v2i jui � SPs=1 is�sj2vijui � SPs=1 is�sj :Îòìåòèì, ÷òî �1(~�; ~�) = �(~�):Âèä �óíêöèè �1(~�; ~�) ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðóÏóñòü çàäàí íà÷àëüíûé âåêòîð ~� (0). Ïîäñòàâèì çàäàííóþ âåëè÷èíó ~� (0) â �1âìåñòî ~�, òåïåðü �1(~�; ~� (0)) = nXi=1 w0i jui � SXs=1  is�sj2;ãäå w0i = vijui � SPs=1 is�(0)s j



96 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëè� ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöûW (0) = diag(w01; w02; : : : ; w0n):Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîé èòåðà-öèè îöåíêè ~� ~̂� = ( TW (0) )�1 TW (0)~u;~̂�(1) = ~̂�:Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó ~̂�(1), íàéäåì íîâûå âåñîâûå êîý��èöèåíòû w(1)iäëÿ �óíêöèè �1(~�; ~� (1))�1(~�; ~� (1)) = nXi=1 w(1)i (ui � SXs=1  is�s)2;ãäå w(1)i = vi=jui � SXs=1  is�(1)s j:Âòîðàÿ èòåðàöèÿ ïðè âû÷èñëåíèè îöåíêè äàåòñÿ �îðìóëàìè~̂� = ( TW (1) )�1 TW (1)~u;~� (2) = ~̂�:Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ~� (2) âìåñòî âåêòîðà ~� â �óíêöèþ �1(~�; ~�) íàéäåì îöåíêó ~� (3).Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñëåäóåò ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð ïîêà ïîðîãîâûå óñëî-âèÿ íå áóäóò óäîâëåòâîðåíûj�(k)s � �(k�1)s jj�(k)s j < Æ � 10�2 � 10�3; s = 1; : : : ; S:Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ðàññìîòðåííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûé ìåòîä íàè-ìåíüøèõ êâàäðàòîâ.6.7 �îáàñòíûé ìåòîä ÕüþáåðàÑëåäóþùèé ðîáàñòíûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Õüþáåðîì. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ êîì-áèíàöèåé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ñëó÷àéíûõîòêëîíåíèé "i) è ìåòîäà íàèìåíüøèõ ìîäóëåé äëÿ (áîëüøèõ âåëè÷èí "i). �àñ-ñìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü ui = ~ Ti ~� + "i:Îöåíêà äàåòñÿ �îðìóëîé ~̂� = arg min~� nXi=1 H(ui � ~ Ti ~�)



6.8. �îáàñòíûé ìåòîä Ýíäðþñà 97ãäå H(") = � "2=2 j"j < 
;
j"j � 
2=2 j"j � 
;(ñì. ðèñ. 6.1)
�èñ. 6.1: Ôóíêöèÿ Õüþáåðà äëÿ ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó íàáëþäàåìûìè è ìîäåëüíûìèâåëè÷èíàìè.6.8 �îáàñòíûé ìåòîä Ýíäðþñà�àññìîòðèì ðîáàñòíûé àëãîðèòì ïðåäëîæåííûé Ýíäðþñîì. Îñíîâíûì ýëåìåí-òîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îöåíêóïîëó÷àþò ìèíèìèçàöèåé íåëèíåéíîé �óíêöèè~̂� = arg min~� nXi=1 H  ui � ~ Ti ~�� ! ;ãäå H(") = � 1� 
os("i=
) j"ij < 
�;0 j"ij � 
�;"i = ui � ~ Ti ~��(see Figure 6.2). Â êà÷åñòâå îöåíêè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ � âîçüìåììåäèàíó ìîäóëÿ �̂ = med jui � ~ Ti ~�j:�åøåíèå çàäà÷è íàõîäÿò êàê ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèénXi=1 h("i) is = 0; s = 1; : : : ; Sãäå h("i) = H 0("i) = � sin("i=
)=
 j"ij < 
�;0 j"ij � 
�:Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñëå-äóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà:
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�èñ. 6.2: Ôóíêöèÿ Ýíäðþñà äëÿ ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó èçìåðåííûìè è ìîäåëüíûìèâåëè÷èíàìè.1. Íà÷àëüíûé âåêòîð ~�0 ìîæåò áûòü çàäàí èëè ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèå ÌÍÊ~̂� (0) = ( T )�1 T~u:�àññìîòðèì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ~̂� (k+1)0 ïî èçâåñòíîìó çíà÷åíèþ~̂� (k)0 , ïîëó÷åííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå.2. Âû÷èñëèì îòêëîíåíèå "̂ (k)i = ui � ~ Ti ~̂� (k):3. Íàéäåì îöåíêó äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ ��̂ (k) = med "̂ (k)i :4. Âû÷èñëèì âåñîâûå êîý��èöèåíòûw(k)i = � [sin("̂(k)i =
)=
℄["̂(k)i ℄�1 j"ij=
 < �;0 j"ij=
 � �:5. �åøàåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèénXi=1 wki  is"̂(k+1)i = 0or nXi=1 wki  is(ui � ~ Ti ~� (k+1)) = 0è, îêîí÷àòåëüíî, the (k + 1)-ÿ èòåðàöèÿ îöåíêè äàåòñÿ âûðàæåíèåì~̂� (k+1) = ( TW (k) )�1 TW (k)~u:6. Ïðîâåðÿåì ïîðîãîâîå óñëîâèåj�̂(k+1)s � �̂(k)s jj�̂(k)s j � Æ1 � 10�2 � 10�3:Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ïðåêðàùàåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, èíà÷å ïå-ðåõîäèì ê (k + 2)-é èòåðàöèè.



6.9. Ìåòîä Áàéåñà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ 996.9 Ìåòîä Áàéåñà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçà-öèÿÌåòîä Áàéåñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-äîïîäîáèÿ. Â ìåòîäå Áàéåñà àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïàðà-ìåòðîâ ââîäèòñÿ (�îðìàëüíî) â îïòèìèçàöèîííóþ ïðîöåäóðó. Êîíöåïöèÿ ìåòîäàÁàéåñà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé p(~�=~u) (àïîñòåðèîðíàÿ ïëîò-íîñòü) äëÿ ïàðàìåòðîâ ~� âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáëþäåíèé ~u, ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòåé p(~�) (àïðèîðíàÿ ïëîòíîñòü) ïàðàìåòðîâ ~� (êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò-ñÿ ñëó÷àéíûìè), ïëîòíîñòè p(~u=~�) íàáëþäåíèé ~u ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ ~�(�óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ) è ïëîòíîñòè p(~u) íàáëþäåíèé ~u:p(~�=~u) = p(~�)p(~u=~�)p(~u) :Èìåÿ àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ~�.Áàéåñîâñêîå òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-íèå ~�, êîãäà âåñîâîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü~̂�B = Z ~� p(~�=~u)d~�:Ïî àíàëîãèè ñî ñòàíäàðòíûì ñòàòèñòè÷åñêèì ïîäõîäîì, îáîáùåííóþ ìàêñèìàëü-íî ïðàâäîïîäîáíóþ îöåíêó ~̂�MAP âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� îïðåäåëÿþò êàêìîäó àïî-ñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè p(~�=~u), ò.å. ýòî âåëè÷èíà ~� ïðè êîòîðîé àïîñòåðèîðíàÿïëîòíîñòü p(~�=~u) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ~̂�MAP = arg max~� p(~�=~u):Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëîãàðè�ì ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé �óíêöèåé:~̂�MAP = arg max~� ln p(~�=~u):Åñëè ìàêñèìóì ëåæèò â äîïóñòèìîì èíòåðâàëå äëÿ ïàðàìåòðîâ ~� è �óíêöèÿln p(~�=~u) äè��åðåíöèðóåìà, îöåíêó ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòèìîæíî íàõîäèòü ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé� ln p(~�=~u)��s = 0; s = 1; : : : ; Sèëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëó Áàéåñà äëÿ ln p(~�=~u)ln p(~�=~u) = ln p(~�) + ln p(~u=~�)� ln p(~u)



100 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèìîæíî çàïèñàòü � ln p(~�)��s + � ln p(~u=~�)��s = 0; s = 1; 2; : : : ; S:Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñâÿçàíî ñ àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ, à âòîðîå � ñ íàáëþäåíèÿìè.Åñëè �óíêöèÿ ln p(~�) ñëàáî èçìåíÿåòñÿ â îáëàñòè äîïóñòèìûõ èçìåíåíèé ïà-ðàìåòðîâ ~�, òî ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì. Íàïðèìåð, åñëè àïðè-îðíàÿ ïëîòíîñòü p(~�) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé p(~�) = 
onst, òî îöåíêà ïîìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîá-íîé îöåíêîé.Â îáùåì ñëó÷àå, ââåäåíèå àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (íå ðàâíîé êîíñòàíòå) ïðè-âîäèò ê óñòîé÷èâîñòè îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïî ìàêñèìîìó àïîñòåðèîðíîé âåðî-ÿòíîñòè. Èñïîëüçîâàíèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè ëåæèò â îñíîâå ìåòîäà ñòàòè-ñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.Ïðèìåð: Íàéäåì îöåíêó ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè â ñëó÷àå ëè-íåéíîé ìîäåëè ~u =  ~� + ~"è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ~" è ~�~" 2 N(0; R"); ~� 2 N(h~�i; R�):Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòüln p(~�=~u) = �12(~u�  ~�)TR�1" (~u�  ~�)� 12(~� � h~�i)TR�1� ��(~� � h~�i)� n+ S2 ln(2�)� 12(ln jR�j+ ln jR"j)� ln p(~u):Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïî ìåòîäó ìàêñèìóìà àïîñòåðè-îðíîé âåðîÿòíîñòè èìååò âèä� ln p(~�=~u)��s = 0; s = 1; 2; : : : ; Sè ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ln p(~�=~u), ïîëó÷àåì( TR�1"  +R�1� )~� =  TR�1" ~u+R�1� h~�i:Îöåíêà ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå~~�MAP = ( TR�1"  +R�1� )�1( TR�1" ~u+R�1� h~�i);ïðè ýòîì êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéR~~�MAP = ( TR�1"  +R�1� )�1:



6.9. Ìåòîä Áàéåñà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ 101Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà( TR�1"  +R�1� )�1 = R� � R� T ( R� T +R")�1 R�;( TR�1"  +R�1� )�1 TR�1" = R� T ( R� T +R")�1;çàïèøåì èíà÷å âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè~~�MAP = h~�i+R� T ( R� T +R")�1(~u�  h~�i)è åå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöûR~~�MAP = R� � R� T ( R� T +R�1" )�1 R�:Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîé ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû ~"R" = �2"In;è íåêîððåëèðîâàííûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ~�R� = �2�ISðàññìîòðåííûå ðàíåå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíîê çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì ~~�MAP = ( T + �IS)�1( T~u+ �h~�i)è ~~�MAP = h~�i+  T (  T + �In)�1(~u�  h~�i);ãäå � = �2"=�2� . Ñîîòâåòñòâóþùèå êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû:R~�MAP = �2"( T + �IS)�1è R~�MAP = �2�(IS �  T (  T + �In)�1 ):Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð � ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïàðàìåòð ðåãó-ëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó. . Â ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè ïàðà-ìåòð � èìååò î÷åíü ïðîçðà÷íûé ñìûñë � ýòî ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå�øóì/ñèãíàë�. Ïðè ñòðåìëåíèè � ê íóëþ, îöåíêà ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðè-îðíîé âåðîÿòíîñòè ~~�MAP ñòðåìèòñÿ ê îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ~̂�MLS.6.9.1 �åêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ ìåòîäà ìàêñèìóìà àïî-ñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòèÂ ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ îöåíêè MAP è åå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ñîîòâåò-ñòâåííî â âèäå ~~�MAP = h~�i+R� T ( R� T +R")�1(~u�  h~�i)



102 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèè R~~�MAP = R� �R� T ( R� T +R")�1 R�ìîæíî ïîñòðîèòü ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ êàê îöåíêè, òàê è êî-âàðèàöèîííîé ìàòðèöû.Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ âîçüìåì ìàòåìà-òè÷åñêîå îæèäàíèå îò ïàðàìåòðîâ ïî àïðèîðíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé h~�i, àâ êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû � àïðèîðíóþêîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó R� ~�(0) = h~�i; R(0)� = R�:Áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåçàâèñèìîñòü èçìåðåíèé:R" = diag(�21 ; �22; : : : ; �2n):Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ èñêîìîé îöåíêè ïîëó÷àåì ïî �îðìóëå~�(1) = ~�(0) + 
(1)�~�(1);ãäå �~�(1) = R(0)� ~ T1 ; 
(1) = N1=Æ21;N1 = u1 � ~ 1~�(0); Æ21 = �2" 1 + ~ 1�~�(1); ~ 1 = k 11;  12; : : : ;  1Sk:Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû äàåòñÿ âûðàæåíèåìR(1)� = R(0)� � �~�(1)�~�(1) TÆ21 :Ïóñòü èìååòñÿ îöåíêà è åå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ (i� 1)-î øàãà~�(i�1); R(i�1)� ;òîãäà îöåíêó è åå êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó íà i-ì øàãå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå~�(i) = ~�(i�1) + 
i�~�(i);ãäå �~�(i) = R(i�1)� ~ Ti ; 
(i) = Ni=Æ2i ;Ni = ui � ~ i~�(i�1); Æ2i = �2" i + ~ i�~�(i)è R(i)� = R(i�1)� ��~�(i)�~�(i) T=Æ2i :Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíîé è ìîæåò áûòü ëåãêîðåàëèçîâàíà äëÿ ëþáîãî îáúåìà èñõîäíûõ äàííûõ. Ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà äëÿ äèíàìè÷åñêîé èëè êàëìàíîâñêîé �èëüòðàöèè.



6.9. Ìåòîä Áàéåñà è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ 1036.9.2 Ôèëüòð ÊàëìàíàÂ ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêîé âîëíû ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå åå �îð-ìû. Ìû ìîæåì ó÷åñòü ýòî èçìåíåíèå èñïîëüçóÿ ñëåäóþùóþ ìîäåëüui = ~'i~�i + "i; "i 2 N(0; �2"i);~�i = Fii�1~�i�1 + ~GÆi�1; Æi 2 N(0; �2Æi);ãäå âåêòîðû àìïëèòóä çàïèñûâàþòñÿ â âèäå~�i = 264 �(1)i...�(M)i 375 ; ~�i�1 = 264 �(1)i�1...�(M)i�1 375 ; ~G = 26664 10...0 37775 :Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ �i and �i�1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè24 �(2)i = �(1)i�1� � ��(M)i = �(M�1)i�1 35 :Âåêòîð ~'i = ['(1)i ; : : : ; '(M)i ℄ � âåêòîð �îðìû ñèãíàëà (ñì. ðèñ. 6.3). Ìàòðèöàïåðåõîäà îò âåêòîðà ~�i�1 ê âåêòîðó ~�i äàåòñÿ âûðàæåíèåìFii�1 = 266664 ri�1(1) ri�1(2) : : : ri�1(M � 1) ri�1(M)1 0 : : : 0 00 1 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 1 0
377775 ;ãäå ri�1(�) � ýëåìåíòû àïðèîðíîé êîâàðèàöèîííîé �óíêöèè.Áóäåì ïîëó÷àòü îöåíêó ~�i ìàêñèìèçèðóÿ àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòüln p(~�i=~u)èëè, ó÷èòûâàÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ êîìïîíåíò "i è Æi, ìîæíîçàïèñàòü ñëåäóþùåål(~�i) = �12�2"i (ui � ~'i~�i)2 � 12(~�i � ~̂�i 0)TR�1�0i (~�i � ~̂�i 0);ãäå ~̂�i 0 = Fii�1~�i, ïðè ýòîì êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà:R�1~�0i = h~�i~� Ti i = Fii�1R�i�1F Tii�1 + ~G�2Æi�1 ~GT :Îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåçóëüòàò ìàêñèìèçàöèè �óíêöèè l(~�i)~~�i = � ~'Ti ~'i�2"i +R�1�0i ��1� ~'Ti ui�2"i +R�1�i 0 ~̂�0i�
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�èñ. 6.3: Èëëþñòðàöèÿ ïðîöåäóðû êàëìàíîâñêîé �èëüòðàöèè.èëè, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà ðàññìîòðåííûå ðàíåå, ïîëó÷èì ðåêóðñèâíûå �îðìóëûäëÿ îöåíêè ~~�i = ~̂�i 0 +R�0i ~'Ti (~'iR�0i ~'Ti + �2"i)�1(ui � ~'i~̂�i 0)è åå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöûR�i = R�0i � R�0i ~'Ti (~'iR�0i ~'Ti + �2"i)�1~'iR�0i:Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îöåíêè è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ìîæíî, íàïðèìåð,âçÿòü â âèäå ~�0 = 264 0...0 375 ; R�0 = 2664 1 0 : : : 00 1 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : 1 3775 :6.10 Ñèíãóëÿðíûé àíàëèç è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-ðàòîâ�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ìîäåëü~u =  ~� + ~"; " 2 N(0; �2"):Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íå óäàåòñÿ ïîëó-÷àòü ñêîëüêî-íèáóäü óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå ïëîõîé îáóñëîâëåí-íîñòè ìàòðèöû  T , êîòðàÿ ïîäâåðãàåòñÿ îáðàùåíèþ. Â êà÷åñòâå ìåðû îáóñëîâ-ëåííîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþò ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè� = G=g;ãäå G = max� k T ~�k1k~�k1 ; g = min� k T ~�k1k~�k1 ; k~�k1 = SXs=1 j�sj:



6.10. Ñèíãóëÿðíûé àíàëèç è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 105Åñëè ìàòðèöà  T � ñèíãóëÿðíàÿ, òî âåëè÷èíà g ðàâíà íóëþ.Ñâîéñòâà ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè.1. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè � âñåãäà áîëüøå èëè ðàâíî åäèíèöå� � 1 as G � g:2. Åñëè ìàòðèöà  T � äèàãîíàëüíàÿ, êàê â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ,òî � = max j( T )iijmin j( T )iij :3. Åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, òî� = k T k k( T )�1k:4. Åñëè ìàòðèöà  T � ñèíãóëÿðíàÿ, òî� =1:Áîëüøîå çíà÷åíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ñâèäåòåëüñòâóåò î �ïî÷òè ëèíåéíîé çà-âèñèìîñòè� ñòðîê ìàòðèöû.Ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñâîèì ñèí-ãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì  = Q�P T ;ãäå Qm�n è PS�S � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, ò.å.QQT = In�n; PP T = IS�S:Ìàòðèöà �n�S � äèàãîíàëüíàÿ ñ ýëåìåíòàìè
�ij = � �i i = j; i = 1; : : : ; n;0 i 6= j; j = 1; : : : ; S; � = 26666664 �1 : : : 0: : : : : : : : :0 : : : �S0 : : : 0: : : : : : : : :0 : : : 0

37777775| {z }S
9>>>>>>=>>>>>>;n: (6.1)

Ìàòðèöà Q ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû  T , è ìàòðèöà P ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû  T .Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû � íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êâàäðàòíûõ êîð-íåé èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû  T , îíè íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè âå-ëè÷èíàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà�1 � �2 � : : : � �S � 0:



106 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèÄëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì íåêîððåëèðîâàííóþ ñëó÷àéíóþ êîìïîíåíòó ". Â ýòîìñëó÷àå îöåíêà ïî ÌÍÊ èìååò âèä̂~� = argmin�(~�);ãäå �(~�) = (~u�  ~�)T (~u�  ~�) = (~u�Q�P T ~�)TQQT �� (~u�Q�P T~�) = (~y � �~b)2;ãäå ~y = QT~u è ~b = P T~�.Ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèè � äàåò îöåíêó~̂b = �+~yè ~̂� = P�+QT~u:Ìàòðèöó �+ íàçûâàþò ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöåé: as�+ = Sz }| {24 ��11 : : : 0: : : : : : : : :0 : : : ��1S 0 : : : 0: : : : : : : : :0 : : : 0 35| {z }n�S :| {z }nÑâîéñòâà ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû.1. ��+� = �.2. �+��+ = �+.3. ��+ � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.4. �+� � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà �+ âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíà. Åñëè äèàãî-íàëüíûå ýëåìåíòû �ii 6= 0, òî îöåíêà ëåãêî íàõîäèòñÿbi = yi�ii ; i = 1; 2; : : : ; i0:Ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ �ii òàêîé ïóòü ìîæåò íå ïðèâåñòè ê ñêîëüêî-íèáóäü óäî-âëåòâîðèòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ñëåäóåò âûáðàòü ïîðîãîâóþ âåëè÷èíó �, îòòàëêè-âàÿñü îò àïðèîðíîé òî÷íîñòè èñõîäíûõ äàííûõ. Çàòåì èç ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé �iiè �ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûáîð.Åñëè �ii � �, òî bi = yi=�ii äëÿ i = 1; 2; : : : ; i0.Åñëè �ii < �, òî bi = 0 äëÿ i = i0 + 1; i0 + 2; : : : ; S.Òàêàÿ ïðîöåäóðà íîñèò íàçâàíèå ñèíãóëÿðíîãî àíàëèçà.



6.10. Ñèíãóëÿðíûé àíàëèç è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 107Ïðèìåð: Ïðèìåíèì ñèíãóëÿðíûé àíàëèç äëÿ îöåíèâàíèÿ â ñëó÷àå ñëó÷àéíîãîâåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� ñ h~�i = 0 and R� = �2�I:Ïîëàãàåì ñëó÷àéíûé âåêòîð ~" íåêîððåëèðîâàííûìR" = �2" :IÏîëàãàåì òàêæå íåêîððåëèðîâàííûìè ñëó÷àéíûå âåêòîðû ~" è ~�.Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû  çàïèøåì ìîäåëüâ âèäå ~y = �~b + ~e;ãäå ~e = QT~". �åøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé �îðìû~̂b = �~y; (6.2)ãäå ìàòðèöà � � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà [S � n℄
� = nz }| {26664 
1 0 : : : 00 
2 : : : 0... ... ... ...0 0 : : : 
S| {z }S

0 : : : 00 : : : 0... ... ...0 : : : 0 37775| {z }n�S
9>>=>>; S 
1
1... � ?:
sÄëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíêè ~̂b äîñòàòî÷íî íàéòè ýëåìåíòû 
1; : : : ; 
S.Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îøèáêà îöåíêè è åå êî-âàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà äàþòñÿ �îðìóëàìè~� = ~̂b�~b = (��� I)~b+ �~e;è h~�~� T i = (��� I)h~b~bT i(��� I)T ++ �h~e~eT i�T = (��� I)Rb(��� I)T + �Re�T :Ñóììà êâàäðàòîâ îøèáîê:�2� = Sp(h~�~� T i) = SXj=1 [(
j�j � 1)2�2bj + 
j�2ej ℄:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òîRb = P T h~�~� T iP = �2�I



108 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèè Re = QT h~�~� T iQ = �2"I;ìîæíî çàïèñàòü �2� = SXj=1 [(
j�j � 1)2�2� + 
2j�2" ℄:Äè��åðåíöèðóÿ �2� ïî 
j ��2��
j = 0; j = 1; : : : ; S;2�j(
j�j � 1)�2� + 2
j�2" = 0ïîëó÷èì îöåíêó 
̂j 
̂j = �j(�2j + �2"=�2�) ;äîñòàâëÿþùóþ ðåãóëÿðèçîâàííóþ îöåíêó ~̂b. Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ íàçûâà-åòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèåé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå �� !1, ïîëó÷àåìîöåíêó ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
̂j = 1�j :Â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ñóììó êâàäðàòîâ îøèáîê ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå �(i0) = hk�k2i = �2�(S � i0) + �2" i0Xj=1 1=�2j :Ìàêñèìèçèðóÿ �(i0) ïî îòíîøåíèþ i0 ïîëó÷àåì�i0 � �2"=�2� = � and �i0+1 < �2"=�2� = �;
j = � 1=�j j = 1; 2; : : : ; i0 �i0 � �;0 j = i0 + 1; : : : ; S �i0+1 < �(ñì. ðèñ. 6.4). Îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïîäõî-äîâ äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè.6.10.1 Ìàòðèöà ðàçðåøåíèÿ�àññìîòðèì ìîäåëü ~u =  ~� + ~":Îöåíêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå~̂� = L~u:



6.10. Ñèíãóëÿðíûé àíàëèç è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 109

�èñ. 6.4: Çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû � (6.2) îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë �j (6.1) äëÿñëó÷àåâ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðèçàöèè èñèíãóëÿðíîãî àíàëèçà.Ââåäåì ìàòðèöó ðàçðåøåíèÿ R = L ) IS:Â ýòîì ñëó÷àå ~̂� "!0) R~�:Â ñëó÷àå îöåíèâàíèÿ ïî ÌÍÊ îïåðàòîð L çàïèñûâàåòñÿ â âèäåL = ( T )�1 T ; R = L = IS:�àññìîòðèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå = Q�P T :Ìàòðèöà ðàçðåøåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà:R = LQ�P T = CP T :Áóäåì èñêàòü ~
j ìèíèìèçèðóÿ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó�(~
j) = (P~
j � ~Æj)T (P~
j � ~Æj);ãäå ~Æj = kÆijkSi;j=1; Æij = � 1 i = j;0 i 6= j;~
j = (P TP )�1P T Æj = P T~Æj;C = P; R = PP T :



110 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëè6.11 Ìåòîä Áåéêóñà��èëüáåðòàÏóñòü �(t) � íåèçâåñòíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, è ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷-íîå ÷èñëî èçìåðåíèé, u1; u2; : : : ; un, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëà-ìè � ñ ÿäðîì 'i(t):ui = TZ0 'i(t)�(t)dt+ "i; "i 2 N(0; R"); i = 1; 2; : : : ; n;ãäå "i � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõî-æäåíèè (âîññòàíîâëåíèè) �óíêöèè �(t).Èñòèííóþ (íåèçâåñòíóþ) �óíêöèþ îáîçíà÷èì êàê �(t0):h�(t0)i = TZ0 C(t0; t)�(t)dt;ãäå �óíêöèÿ C(t0; t) äîëæíà áûò áëèçêà ê Æ-�óíêöèèC(t0; t) = Æ(t� t0)) h�(t0)i = �(t0):Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî C(t0; t) � íîðìèðîâàííàÿ �óíêöèÿTZ0 C(t0; t)dt = 1:Ïóñòü C(t0; t) � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �óíêöèé 'i(t)C(t0; t) = nXi=1 'i(t)�i(t0);ãäå �i(t0) � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â âûðàæåíèåäëÿ îöåíêè h�(t0)i, ïîëó÷èì h�(t0)i = nXi=1 �i(t0)fi;ãäå fi = TZ0 'i(t)�(t)dt:Ìîäåëü ìîæåì çàïèñàòü â âèäå ui = fi + "i:



6.11. Ìåòîä Áåéêóñà��èëüáåðòà 111Áóäåì èñêàòü îöåíêó êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèéh�̂(t0)i = nXi=1 �i(t0)ui:Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè �íàèëó÷øèõ� çíà÷åíèé âåëè÷èí �i(t0). Ââå-äåì ïîíÿòèå ðàçðåøàþùåé äëèíûs(t0) = 12 t0+L=2Zt0�L=2 (t� t0)2C2(t0; t)dt;C(t0; t) = � 1=L for t 2 [t0 � L=2 � t � t0 + L=2℄0 for t 62 [t0 � L=2 � t � t0 + L=2℄:Ôóíêöèÿ C(t0; t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.5. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì
�èñ. 6.5: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè C(t0; t).s(t0) = (12=3L2)((L=2)3 � (�L=2)3) = L:Âåëè÷èíó s(t0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìós(t0) = ~�T (t0)S(t0)~�(t0);ãäå âåêòîð ~�(t0) è ìàòðèöà S(t0) = kS��(t0)kn�;� ìîãóò áûòü ïðåäñòàâèòü â âèäå~�(t0) = [�1(t0); �2(t0); : : : ; �n(t0)℄;S��(t0) = 12 t0+L=2Zt0�L=2 '�(t)'�(t)(t� t0)2dt:Îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä�2�(t0) = h(h�(t0)i � h�̂(t0)i)2i = h( nXi=1 �i(t0)(ui � fi))2i == ~�T (t0)R"~�(t0):



112 �ëàâà 6. Îáðàòíûå çàäà÷è: ëèíåéíûå ìîäåëèÎêîí÷àòåëüíî, ïðåäëàãàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó âçâåøåííûõ êâàäðàòè÷íûõ(îòíîñèòåëüíî ~�(t0)) �îðì s(t0) è �2�(t0)g(~�(t0)) = s(t0) 
os � + �2(t0)� sin � = ~�T (t0)G~�(t0); 0 � � � �=2:ãäå G = S 
os � + �R" sin �. Áóäåì èñêàòü îöåíêó ~�~̂� = arg min g(~�(t0))ïðè óñëîâèè ~B T ~�(t0) = 1; ~B = kB�kn�=1; B� = TZ0 '�(t)dt:Ýòî çàäà÷à íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì�(~�) = ~�TG~�� 2�(~�T ~B � 1);����s = 0; s = 1; 2; : : : ; S:Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèéG~�� � ~B = 0è çàïèøåì îöåíêó ~� â âèäå ~̂� = �G�1 ~B:Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà ~B T , ïîëó÷àåì~B T ~̂� = � ~B TG�1 ~B;èñïîëüçóÿ óñëîâèå ~B T ~̂� = 1;çàïèñûâàåì � = 1=( ~B TG�1 ~B):Îêîí÷àòåëüíî, îöåíêà ~� èìååò âèä~̂� = G�1 ~B=( ~B TG�1 ~B):



�ëàâà 7�åøåíèå îáðàòíûõ ãåî�èçè÷åñêèõçàäà÷: íåëèíåéíûå ìîäåëè
7.1 Ìåòîä Íüþòîíà Ëåêàìà�àññìîòðèì ìîäåëü èçìåðåíèÿ ~u = ~f(~�) + ~"" 2 N(0; R"), f(�) � íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�. Ïðèìåíåíèåìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé�îðìû l1(~u; ~�) = 12(~u� ~f(~�))TR�1" (~u� ~f(~�)):Çàäàäèì íà÷àëüíûé âåêòîð ~� (0) äëÿ âåêòîðà èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîñëå ðàçëî-æåíèÿ �óíêöèè l1(~�) â ðàä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ~� (0), ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íóþ�îðìó îòíîñèòåëüíî èñêîìîé âåëè÷èíû ~�l1(~�) � l1(~� (0)) + �~� T ~d� (1=2)�~� TC�~�;ãäå �~� = ~� � ~�0; ds = �l1(~�)��s ���~�=~� (0) ; 
ss0 = � �2l1(~�)��s��s0 ���~�=~� (0) :Ïåðâûé øàã èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ�l1(~�)��s = 0) C�~� = ~d; s = 1; 2; : : : ; S:Ëåêàì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýëåìåíòîâ 
ss0 ìàòðè-öû C ~
(0)ss0 = h
(0)ss0i = D� �2l1(~�)��s��s0 ���~�=~� (0)E:113



114 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëèÒàêèì îáðàçîì íà ïåðâîì øàãå ïîëó÷àåì èñêîìóþ âåëè÷èíó:�~̂� (1) = [ ~C (0)℄�1~d (0); ~̂� (1) = ~� (0) +�~̂� (1):Íà ñëåäóþùåì øàãå ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:�~̂� (2) = [ ~C (1)℄�1~d (1); ~̂� (2) = ~̂� (1) +�~̂� (2);ãäå d(1)s = �l1(~�)��s ���~�=~̂�(1); ~
(1)ss0 = *� �2l1(~�)��s��s0 ���~�=~̂�(1)+ :n-ÿ èòåðàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå�~̂� (n) = [ ~C (n�1)℄�1~d (n�1); ~̂� (n) = ~̂� (n�1) +�~̂� (n);ãäå d(n�1)s = �l1(~�)��s ���~�=~̂�(n�1) ; ~
(n�1)ss0 = *� �2l1(~�)��s��s0 ���~�=~̂�(n�1)+ :Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ïîðîãîâûå óñëîâèÿj��̂ (n)s =�̂ (n)s j � � � 10�2 � 10�3äëÿ âñåõ s = 1; 2; : : : ; S.Â ñëó÷àå àääèòèâíîé ìîäåëè ~u = ~f(~�) + ~"âåëè÷èíû ds è ~
ss0 ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäåd(n)s = (~u� ~f(~�))TR�1" � ~f��s ���~�=~̂�(n) ;~
(n)ss0 = D�(~u� ~f(~�))TR�1" �2 ~f��s��s0 ���~�=~̂�(n) + � ~f T��s ���~�=~̂�(n)R�1" � ~f��s0 ���~�=~̂�(n)E == �h~"T i|{z}=0 R�1" �2 ~f��s��s0 + � ~f T��s ���~�=~̂�(n)R�1" � ~f��s0 ���~�=~̂�(n) == � ~f T��s R�1" � ~f��s0 ���~�=~̂�(n):Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðèì îöåíêó ïàðàìåòðîâ íàìàãíè÷åííûõ îáúåê-òîâ.Ïðèìåð 1: Íèòü ìàãíèòíûõ ïîëþñîâ (âåðòèêàëüíàÿ íàìàãíè÷åííîñòü)fk(~�) = 2Mhh2 + (xk � �)2 ; ~� = fM;h; �g;ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò íèòè ïîëþñîâ, h � ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ íèòèïîëþñîâ, � � ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà �óíêöèè fk(~�).



7.2. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: íåëèíåéíûé ñëó÷àé 115Ïðèìåð 2: Âåðòèêàëüíûé ìàãíèòíûé äèïîëüfk(~�) = M(2h2 � x2k)(x2k + h2)5=2 ; ~� = fM;hg;ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò äèïîëÿ, h � ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ ðàñïîëîæå-íèÿ äèïîëÿ.Ïðèìåð 3: Òî÷å÷íûé ìàãíèòíûé ïîëþñfk(~�) = Mh(x2k + h2)3=2 ; ~� = fM;hg;ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò, h � ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ.7.2 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: íåëèíåéíûé ñëó-÷àé�àññìîòðèì ìîäåëü íàáëþäåíèé ~u = ~'(~�) + ~":Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè �óíêöèþ ~'(~�) â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-ðîâ ~� (0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå~'(~�) � ~'(~� (0)) +  �~�;ãäå k (0)js k = �'j=��sj~�=~�0 è �~� (0) = ~� � ~� (0):Ïðåäñòàâèì ìîäåëü â âèäå ~~u0 =  0�~� + ~";ãäå ~~u0 = ~u� ~'(~�0).Ïåðâóþ èòåðàöèþ ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå�~̂� (1) = ( T0W0 0)�1 T0W0~~u0;ãäå W0 � âåñîâàÿ ìàòðèöà:W0 = (�̂2"0)�1I = (~̂"0T ~̂"0=(n� S))�1IS�S;ïðè ýòîì ~"0 = ~u �  0~�(0). Îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííàÿ íà ïåðâîìøàãå: ~̂� (1) = �~̂� (1) + ~� (0):Âòîðàÿ èòåðàöèÿ: ~̂� (2) = �~̂� (2) + ~̂� (1);



116 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëèãäå �~̂� (2) = ( T1W1 1)�1 T1W1~~u1;~~u1 = ~u� '(~̂� (1)); k (1)js k = �'j��s ���~�=~̂�(1));W1 = (�̂2"1)�1I =  ~̂"1T ~̂"1n� S!�1 IS�S;~̂"1 = ~u�  1~̂� (1):Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïîïðàâêè íà n-ì ïî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì íà n�1-ì øàãå ~̂� (n) = �~̂� (n) + ~̂� (n�1);�~̂� (n) = ( Tn�1Wn�1 n�1)�1 Tn�1Wn�1~~un�1;~~un�1 = ~u� '(~̂� (n�1)); k (n�1)js k = �'j��s ���~�=~̂�(n�1) ;Wn�1 =  ~̂"n�1T ~̂"n�1n� S !�1 IS�S;~̂"n�1 = ~u�  n�1~̂� (n�1):Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ïîðîãîâûå óñëîâèÿj��̂ (n)s =�̂ (n)s j � � � 10�2 � 10�3äëÿ âñåõ s = 1; 2; : : : ; S.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ìû èñïîëü-çóåì ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ëèíåéíîé ìîäåëè.7.3 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ íåñòàöèî-íàðíîé ìîäåëè�àññìîòðèì ìîäåëü ñ íåñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòîé~u =  ~� + ~":Ïóñòü äèñïåðñèÿ �2i , çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè�2i = �(fi; ~�) = �0 + �1f 2iïðîïîðöèîíàëüíà ýíåðãèè ñèãíàëà fi = ~ Ti ~�:Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� è âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�(�0; �1)�óíêöèè �(fi; ~�). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé èòå-ðàöèîííûé ïðîöåññ.



7.3. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè 1171. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� (0) âîçüìåì îöåíêó, ïîëó÷åí-íóþ (�îáû÷íûì�) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ~̂�( 0) = ( T )�1 T~u:2. Çàïèøåì îöåíêó fi: f̂i = ~ Ti ~̂�( 0):3. Êâàäðàò îòêëîíåíèÿ: "̂2i = (ui � f̂i)2:Ââåäåì îáîçíà÷åíèå B̂ = 8>><>>: 1 f̂ 211 f̂ 22: : :1 f̂ 2n 9>>=>>; ; ~̂C = 8>><>>: "̂21̂"22: : :"̂2n 9>>=>>; :4. Îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�:~̂� = arg min ( ~̂C � B̂~�)T ( ~̂C � B̂~�); ~̂� = (B̂ T B̂)�1B̂ T ~̂C:5. Îöåíêà äèñïåðñèè �̂2i = �̂0 + �̂1f̂ 2i :6. Äëÿ îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� ó÷òåì íåñòàöèîíàðíîñòü �̂�2i ââåäå-íèåì âåñîâîé �óíêöèè: ~~� = ( TW )�1 TW~u;ãäå W = diag (�̂�21 ; �̂�22 ; : : : ; �̂�2n ):7. Îöåíêà êâàäðàòà ðàñõîæäåíèÿ:~"2i = (ui � ~fi)2;ãäå ~fi = ~ Ti ~~�:8. Èòåðàöèîííûé ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî ïîðîãîâîå óñëîâèå~"2i � �0:Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, åñëè ~"2i � �0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ~̂�( 0) = ~~� èïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.



118 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëè7.4 Ìåòîä èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿÏóñòü � � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà �̂ ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèåé ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèÿ �̂ = �̂(u1; u2; : : : ; un):Ââåäåì ñëó÷àéíûé èíòåðâàë I�, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîìP (j�̂ � �j < Æ) = �; I� = [�̂ � Æ; �̂ + Æ℄;ãäå � � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü, I� � äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (ñì. ðèñ. 7.1).
�èñ. 7.1: Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë I� è îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð �̂.Ïóñòü äëÿ ìîäåëè ~u =  ~�+" ïîëó÷åíà ÌÍÊ îöåíêà �̂s, íåñìåùåííàÿ h�̂si = �s,ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåéR�s = �2" [( TW )�1℄ss; s = 1; 2; : : : ; S;ãäå W � âåñîâàÿ ìàòðèöà.Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè ïîëó÷àåì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:�̂s � �s�"[( TW )�1℄1=2ss 2 N(0; 1):Äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îòêëîíåíèé (ìîäåëüíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-íûõ) èìååì ðàñïðåäåëåíèå �2 ñ n� S ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:~̂" = ~u�  ~̂�; ~̂"TW~̂"�2" 2 �2n�S:Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íîðìàëüíûì ðàñïðå-äåëåíèåì N(0; 1) ê âåëè÷èíå, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå �2, èìååò ðàñïðåäåëåíèåÑòüþäåíòà (t-ðàñïðåäåëåíèå):tn�s = �̂s � �s�"[( TW )�1℄1=2(1=�")[~̂"TW~̂"=(n� S)℄1=2 : 2 St (tn�S)Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü: P [jtn�Sj � 
℄ = �:



7.5. �åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì 119Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ �̂" è �̂�s îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì�̂" = ~̂"TW~̂"n� S ; �̂�s = �̂"[( TW )�1℄ss:Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà �s çàïèñûâàåòñÿ â âèäåI� = ��̂s � 
[( TW )�1℄1=2ss h ~̂"TW~̂"n� S i1=2� = [�̂s � 
�̂�s ℄:Â ñëó÷àå îöåíêè äëÿ �óíêöèè f : ~̂f =  ~̂�Ïðè íàõîæäåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà áóäåì ó÷èòûâàòüf̂i � fi�"[ ( TW )�1 T ℄1=2ii 2 N(0; 1)è tn�S = f̂i � fi[ ( TW )�1 T ℄1=2ii [~̂"TW~̂"=(n� S)℄1=2 2 St (tn�S):Ïðè ýòîì äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìP (jtn�Sj � 
) = �;à äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü äàåòñÿ âûðàæåíèåìI� = f̂i � 
�̂"[ ( T )�1 T ℄1=2ii(ñì. ðèñ. 7.2).
�èñ. 7.2: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè I�.7.5 �åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì�åíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû (�À), âïåðâûå ïðåäëîæåííûå Äæîíîì �îëëàíäîì (1975),îñíîâàíû íà àíàëîãèè ñ ïðîöåññîì áèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè. �åíåòè÷åñêèå àëãî-ðèòìû äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ý��åêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷.Îñíîâíûå ýëåìåíòû �À ñëåäóþùèå: êîäèðîâàíèå, îòáîð, ñêðåùèâàíèå, ìóòàöèÿ.



120 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëè7.5.1 ÊîäèðîâàíèåÎáùåé ÷åðòîé âñåõ �À ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ êîäèðîâêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, êîäèðîâàíèå ñêîðîñòè âîëí ñæàòèÿ. Ïóñòü íèæíèéïðåäåë ñêîðîñòè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì 1500 ì/ñ, à âåðõíèé ïðåäåë � 1810 ì/ñ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåìîå ðàçðåøåíèå � 10 ì/ñ. Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïîäîá-íîãî êîäèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïÿòè áèò (ñì. ðèñ. 7.3). Íà ýòîì ýòàïå àëãîðèòì0 0 0 0 0 vmin = 1500 ì/ñ0 0 0 0 1 v = 1510 ì/ñ0 0 0 1 0 v = 1520 ì/ñ0 0 0 1 1 v = 1530 ì/ñ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �1 1 1 1 1 vmax = 1810 ì/ñ�èñ. 7.3: Äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå âåëè÷èí ñêîðîñòè.îïðåäåëÿåò ïðèãîäíîñòü ìîäåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâîè÷íàÿ èí�îðìàöèÿ êîäè-ðóåòñÿ ñ ó÷åòîì �èçè÷åñêîé ìîäåëè, ò.å. ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ïîëó÷åííûåñèíòåòè÷åñêèå äàííûå ñðàâíèâàþòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè íàáëþäàåìûìè äàííû-ìè, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé êðèòåðèé ñîãëàñèÿ. Â çàâèñèìîñòè îòðåøàåìîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ. Íàïðèìåð,ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþF (~�) = u0 
 us(~�)(u0 
 u0)1=2(us 
 us(~�))1=2è ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ îøèáêèF (~�) = nXi=1 (ui0 � uis(~�))2;ãäå 
 � îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, u0 è us(~�)ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûì äàííûì è ìîäåëüíûì äàííûì äëÿ ïàðàìåòðà ~�.7.5.2 ÎòáîðÎòáîð ïàð ìîäåëåé äëÿ âîñïðîèçâîäñòâà îñíîâàí íà âåëè÷èíàõ ñîãëàñèÿ ìåæäóíèìè. Ìîäåëè ñ âûñîêèìè âåëè÷èíàìè ñîãëàñèÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïîäâåð-æåíû îòáîðó, ÷åì ìîäåëè ñ íèçêèìè âåëè÷èíàìè ñîãëàñèÿ. �àññìîòðèì îòáîð,ïðîïîðöèîíàëüíûé ñîãëàñèþ ìîäåëåé.Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû îòáîðà, îñíîâàííûå íà îòíîøåíèè �óíê-öèé ñîãëàñèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ìîäåëåé ê ñóììå ñîãëàñèé äëÿ âñåõ ìîäåëåé èç



7.5. �åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì 121ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà (ïîïóëÿöèè). Òàêèì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüèõ îòáîðà: ps(�i) = F (�i)nPj=1F (�j) ;ãäå n � ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Îòáîð, áàçèðóþùèéñÿ íà ïîäîáíûõ âå-ðîÿòíîñòÿõ, ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî ìîäåëåé íå áóäåò ðàçáèòîíà ïàðû.Â òèïè÷íûõ �À, ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì íàáîðå, ñîäåðæàùåì 100 ìîäåëåé, 50ïàð îòáèðàþò íà îñíîâå èõ âåëè÷èí ñîãëàñèÿ. �àññìîòðèì ìîäåëü, êîòîðàÿ óäî-âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ps(�i) � Æ;ãäåÆ �çàäàííàÿ ïîðîãîâàÿ âåëè÷èíà. Ïóñòü èìååòñÿ L ìîäåëåé, êîòîðûå �îðìè-ðóþò L=2 ïàð. Êàæäàÿ ïàðà ìîäåëåé òåïåðü ïîðîæäàåò äâå âòîðè÷íûå ïàðû ïðèèñïîëüçîâàíèè ãåíåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè. Êàê ðåçóëüòàòîáðàçóåòñÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ.7.5.3 ÑêðåùèâàíèåÑêðåùèâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ðàçäåëèòü ãåíåòè÷å-ñêóþ èí�îðìàöèþ ìåæäó ïàðíûìè ìîäåëÿìè. Åñëè èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþãåî�èçè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷, òî ñêðåùèâàíèå ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îáìåíèí�îðìàöèåé ìåæäó ïàðíûìè ìîäåëÿìè è êàê ñëåäñòâèå ïîðîæäàòü íîâûå ìî-äåëè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêðåùèâàíèå ìîæåò áûòü îäíîòî÷å÷íûì è ìíîãîòî-÷å÷íûì. Â ñëó÷àå îäíîòî÷å÷íîãî ñêðåùèâàíèÿ ïðîñòàÿ (îäíîáèòîâàÿ) ïîçèöèÿäâîè÷íîãî íàáîðà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-ëåíèåì. Âñå äâîè÷íûå ñîñòîÿíèÿ, ðàñïîëîæåííûå ñïðàâà îò çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ,îñóùåñòâëÿþò îáìåí ìåæäó äâóìÿ ìîäåëÿìè, ãåíåðèðóÿ äâå íîâûå ìîäåëè (ñì.ðèñ. 7.4). Â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íîãî ñêðåùèâàíèÿ, ýòà îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íåçà-âèñèìî äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè (ñì. ðèñ. 7.5).Ïðèìåð. Ïàðà ïàðàìåòðîâ ñêîðîñòíîé ìîäåëè v1 è v2 ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè÷ëåíàìè äëÿ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ îò 1500 ì/ñ äî 1810 ì/ñ (ñì. 7.6 è òàáë. 7.1).Crossover position v1 m/s v2 m/s0 1500 18101 1510 18002 1530 17803 1570 17404 1650 16605 1810 1500Òàáëèöà 7.1: Ïàðà ýêñòðåìàëüíûõ ïîëîæåíèé äëÿ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.



122 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëè�i1 �j1
�i2 �j2
�i3 Crossover point ! ! ! �j3 ! ! !~�i ~�j�èñ. 7.4: Ïðèìåð îäíîòî÷å÷íîãî ñêðåùèâàíèÿ.7.5.4 ÌóòàöèÿÌóòàöèÿ � ïîñëåäíÿÿ ãåíåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ. Ìóòàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëó÷àé-íîì èçìåíåíèè äâîè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà íàýòàïå ñêðåùèâàíèÿ. Âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèå ìóòàöèè â òîì èëè èíîì ñëó÷àåêîíêðåòíîì ñëó÷àå îáû÷íî çàäàåòñÿ â �À â âåðîÿòíîñòíîé �îðìå.Ïðèìåð. Ïðîöåññ ìóòàöèè äëÿ íà÷àëüíîé âåëè÷èíû ñêîðîñòè 1760 ì/ñ (ñì. ðèñ. 7.7).Åñëè âåëè÷èíà ", ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîãî ãåíåðàòîðà, ìåíüøå ÷åìïîðîãîâîå çíà÷åíèå Pm, òî ïðîöåäóðà ìóòàöèè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè " > Pm, òîïðîöåäóðà ìóòàöèè íå âûïîëíÿåòñÿ.7.5.5 ÂûáîðÂûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé èç L=2 ïàð ìîäåëè, êîòîðûå èìåþò íàèáîëü-øèå �óíêöèè ñîãëàñèÿ (ñì. ðèñ. 7.8). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû L=2 ìîäåëåé,êîòîðûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì �îðìèðóþò L=4 ïàðû. Ïîñëå ýòîãî ïîâòîðÿþòñÿïðîöåäóðû: ñêðåùèâàíèå, ìóòàöèÿ, âûáîð. Ýòà ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíà îïòèìàëüíàÿ ìîäåëü. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì �À



7.5. �åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì 123�i1 Crossover point ! �j1
�i2 Crossover point �j2
�i3 Crossover point ! ! ! �j3
�i4 Crossover point ! ! �j4~�i ~�j�èñ. 7.5: Ïðèìåð ìíîãîòî÷å÷íîãî ñêðåùèâàíèÿ.0 0 0 0 0 v1 = 1500 m/s5 4 3 2 1 01 1 1 1 1 v2 = 1810 m/s�èñ. 7.6: Ïàðà ýêñòðåìàëüíûõ ïîëîæåíèé äëÿ ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.5 4 3 2 11 1 0 1 0 v1 = 1760 m/sl0 v2 = 1740 m/s�èñ. 7.7: Èëëþñòðàöèÿ ïðîöåäóðû ìóòàöèè.ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ñ ñóùåñòâåííî ìåíü-øèìè çàòðàòàìè âðåìåíè, ÷åì, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìåòîäà Ìåòîäà-Êàðëî. Îòìå-òèì, ÷òî ìåòîä ëîêàëüíîé ëèíåàðèçàöèè ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òîëüêî ëîêàëüíûéýêñòðåìóì.Ïðèìåð 1: Òåñò �À íà ñèíòåòè÷åñêîé ñåéñìîãðàììå.



124 �ëàâà 7. Îáðàòíûå çàäà÷è: íåëèíåéíûå ìîäåëè1 2
F (~�1) F (~�2)

3 4
F (~�3) F (~�4) � � � L� 1 L

F (~�L�1) F (~�L)Åñëè F (~�1) > F (~�2)1 Åñëè F (~�3) < F (~�4)4 � � � Åñëè F (~�L�1) < F (~�L)L
| {z }L=2�èñ. 7.8: A Èçìåíåíèå ìîäåëè â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè �À.Â ñëó÷àå ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà �óíêöèÿ ñîãëàñèÿ ìîæåò èìåòü âèäF (A1; : : : ; AM ; �1; : : : ; �M) = nXi=1  ui � MX�=1 A�'(ti � ��)!2 ;äëÿ �îðìû ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà' = expf��jtjg 
os!tãäå A� � àìïëèòóäà, �� � âðåìÿ ïðèõîäà ñåéñìè÷åñêîé âîëíû ñ íîìåðîì �.Âîçìîæíûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (A�; ��) è äèñêðåò-íîãî èíòåðâàëà çàäàþòñÿ èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé. Ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ� è ÷àñòîòà ! �èêñèðîâàíû. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìè-íèìèçàöèè �óíêöèè ñîãëàñèÿ F (A1; : : : ; AM ; �1; : : : ; �M).Ïðèìåíÿÿ �À, ìû âûáèðàëè òèï êîäèðîâàíèÿ áèòîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,ðàçìåð ðàáî÷åé ïîïóëÿöèè L è âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòåé ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè.Ïðèìåð 2: Ïóñòü ðàçìåð ïîïóëÿöèè, âåðîÿòíîñòè ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè ðàâíûñîîòâåòñòâåííî: L = 50; P
 = 0:6; Pm = 0:001:Àëãîðèòì òåñòèðóåòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìåðàõ ïîïóëÿöèè, îòíîøåíèÿõìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ.



7.5. �åíåòè÷åñêèé àëãîðèòì 125Â ñëó÷àå äâóõ èíòåð�åðèðóþùèõ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ïîðîãîâîå óñëîâèÿïðàâèëüíîãî ðàçäåëåíèÿ âîëí � 1/4 ïåðèîäà âîëíû, ïðè ýòîì îòíîøåíèåñèãíàë/ïîìåõà äîëæíî áûòü áîëüøå èëè ðàâíî äâóì. �àññìîòðèì òðè èí-òåð�åðèðóþùèå ñåéñìè÷åñêèå âîëíû ïðè óñëîâèè j�1��2j = j�2��3j � 0:016ñ. Òðè âîëíû ðàçäåëåíû çíà÷èìûìè çíà÷åíèÿìè îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âåëè÷èíå âðåìåííîé çàäåðæêè ìåæäó âîëíàìè âïðåäåëàõ 1/4 è 1/3 ïåðèîäà âîëíû. Îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì äîëæíî áûòüòàêæå áîëüøå èëè ðàâíî äâóì.
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�ëàâà 8Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðàìîäåëèÎáðàòíûå ãåî�èçè÷åñêèå çàäà÷è íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè. Â ïðî-öåññå èíòåðïðåòàöèè ðàññìàòðèâàþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî êîíêóðèðóþùèõ ìîäå-ëåé. �åøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è íàõîäÿò ñ ó÷åòîì ãåîëîãè÷åñêîé è ãåî�èçè÷åñêîéàïðèîðíîé èí�îðìàöèè îòíîñèòåëüíî êàæäîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþò ñòà-òèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëè.8.1 Ïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÏóñòü äàí âåêòîð ïàðàìåòðîâ ~�0. �èïîòåçà H0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîð ïàðà-ìåòðîâ ~� ðàâåí ~�0, à ãèïîòåçà H1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîð ïàðàìåòðîâ ~� íå ðàâåí~�0: H0 : ~� = ~�0;H1 : ~� 6= ~�0:Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ� = �2 ln L(~u; ~�0)L(~u; ~̂�) 2 �2S:Îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ � ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëåíèþ �2S ñS ñòåïåíÿìè ñâî-áîäû. Êðèòåðèé ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå� � < �2�;S òî ãèïîòåçà H0 íå ïðîòèâîðå÷èò äàííûì~u,:� > �2�;S òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ.Ïðèìåð: �àññìîòðèì ìîäåëü~u = ( èëè ~f(~�0) + ~"0 : H0 ~"0 2 N(0; �20I);èëè ~f(~�1) + ~"1 : H1 ~"1 2 N(0; �21I):127



128 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÎòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä� = �2 lnhL(~u; ~�0; �20)L(~u; ~̂�1; �21)i:Îöåíêè äèñïåðñèé:�̂20 = (1=n)(~u� ~f(~�0))2; �̂21 = (1=n)(~u� ~f(~�1))2:Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â îòíîøåíèå e �-îòíîøåíèå, ïîëó÷àåì� = n ln(�̂20=�̂21):8.2 Êðèòåðèé îòíîøåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿò-íîñòåé�àññìîòðèì ìîäåëü âûáîðà ìåæäó äâóìÿ ñèãíàëàìè ~f(~�0) è ~f(~�1)~u = ( èëè ~f(~�0) + ~" : H0;èëè ~f(~�1) + ~" : H1:Êðèòåðèé àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå� = ln P (1=~u)P (0=~u) = ln P (1)p(~u=1)P (0)p(~u=0) ;ãäå P (0) è P (1) � àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíî ãèïîòåçH0 è H1. Ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå� Åñëè � < 0 òî ãèïîòåçà H0 íå ïðîòèâîðå÷èò äàííûì ~u,:Åñëè � � 0 òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ~" 2 N(0; R), òî� = 12(~u� ~f(~�0))TR�1(~u� ~f(~�0))� 12(~u� ~f(~�1))TR�1(~u� ~f(~�1)): (8.1)Íàéäåì óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè:åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà è ~u = ~f(~�0) + ~", òî áóäåì íàõîäèòü h�0i è �2�0 ;åñëè ãèïîòåçà H1 âåðíà è ~u = ~f(~�1) + ~", òî áóäåì íàõîäèòü h�1i è �2�1 .Äëÿ íàõîæäåíèÿ h�0i ïîäñòàâèì â (8.1) âìåñòî ~u ìîäåëü ~f(~�0) + ~"h�0i = 12h~"TR�1~"i � 12(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1(~f(~�0)� ~f(~�1))��12h~"TR�1~"i � h(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1~"i == �12(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1(~f(~�0)� ~f(~�1)):



8.2. Êðèòåðèé îòíîøåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé 129Ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ~u ìîäåëü ~f(~�1) + ~", ÷òîh�1i = �h�0i:Íàéäåì �2�0 , èñïîëüçóÿ âìåñòî ~u ìîäåëü ~f(~�0) + ~"�2�0 = h(�0 � h�0i)2i = h(�12(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1 ��(~f(~�0)� ~f(~�1)))� (~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1~"+ 12(~f(~�0)� ~f(~�1))T ��R�1(~f(~�0)� ~f(~�1))i == (~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1h~"~"T iR�1(~f(~�0)� ~f(~�1)) == (~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1(~f(~�0)� ~f(~�1)):Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî �2�1 = �2�0 :Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì çàïèñàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ �p(�=0) = 1p2���0 expn�(�� �0)22�2�0 o;ïðè óñëîâèè, ÷òî ãèïîòåçà H0 âåðíà èp(�=1) = 1p2���1 expn�(�� �1)22�2�1 o;ïðè óñëîâèè, ÷òî ãèïîòåçàH1 âåðíà.�àññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ. 8.1):

�èñ. 8.1: Óñëîâíûå ïëîòíîñòè äëÿ ãèïîòåç H0 è H1 è îøèáêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.1. �èïîòåçà H0 âåðíà è îíà íå îòâåðãàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ.



130 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëè2. �èïîòåçà H0 âåðíà, íî îíà îòâåðãàåòñÿ (îøèáêà ïåðâîãî ðîäà). ÂåðîÿòíîñòüP01 åñòü èíòåãðàë îò p(�=0) â èíòåðâàëå îò 0 äî +1P01 = 1Z0 p(�=0)d� = 1p2���0 1Z0 exp��(�� h�0i)22�2�0 � d� == �1� ���h�0i��0 �� ;ãäå �(x) = 1p2� xZ�1 exp�t22 � dt� �óíêöèÿ Ëàïëàñà(�(�x) = 1� �(x)).3. �èïîòåçà H0 íåâåðíà è îíà îòâåðãàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ.4. �èïîòåçà H0 íåâåðíà, íî ïðèíèìàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ (îøèáêà âòîðîãîðîäà). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè P10 åñòü èíòåãðàë îò p(�=1) â èíòåðâàëå îò 0 äî�1. P10 = 0Z�1 p(�=1)d� = 1p2���1 0Z�1 exp��(�� h�1i)22�2�1 � d� == ���h�1i��1 � ;Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ��0 = ��1 è h�0i = �h�1i � ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿïîëíîé âåðîÿòíîñòè îøèáêèPe = P (0)P01 + P (1)P10:Â ñëó÷àå P (0) = P (1) = 1=2Pe = 12h1� ���h�0i��0 �i + 12��h�0i��0 � = ��h�0i��0 �;Pe = �(��=2) = 1� �(�=2);� = [(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1(~f(~�0)� ~f(~�1))℄1=2:�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �(��=2) � ñì. ðèñ. 8.2.Çàïèøåì ïîðîãîâîå óñëîâèå äëÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè 5 %:[(~f(~�0)� ~f(~�1))TR�1(~f(~�0)� ~f(~�1))℄1=2 � �0 = 3:3:Ïðèìåð: �àññìîòðè çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Ïóñòü ìîäåëü íåêî-òîðîé ÷àñòè ñåéñìîãðàììû äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäåuki = � èëè A'(ti � � � k�x
) + "ki : H0;èëè "ki : H1;
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�èñ. 8.2: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �(��=2).

�èñ. 8.3: Èëëþñòðàöèÿ îáíàðóæåíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà.ãäå A � àìïëèòóäà, � � âðåìÿ ïðèõîäà íà òðàññå k = 0, 
 � êàæóùàÿñÿñêîðîñòü ñåéñìè÷åñêîé âîëíû, "ki � ñëó÷àéíàÿ îøèáêà, '(t) � �îðìà ñåé-ñìè÷åñêîãî ñèãíàëà, "ki 2 N(0; R) (ñì. ðèñ. 8.3).Åñëè ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 5 %, òî ïîðîãîâîå óñëîâèå èìååòâèä �2 = A2�2 Xk Xi Xi0 r�1ii0 '(ti � � � k�x
)'(ti0 � � � k�x
) � 3:32:Â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîãî øóìà R = �2I:�2 = A2�2 nXi=1 KXk=1 '2(ti � � � k�x
) � 3:32:Åñëè òàêîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñåéñìè÷åñêàÿ âîëíà ñ ïà-ðàìåòðàìè (A; �; 
) ñóùåñòâóåò ñ îøèáêîé (íåíàäåæíîñòüþ) 5 %.8.3 Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ�àññìîòðèì ìîäåëü äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâu = ( èëè ~f(~�1) + ~f(~�2) + ~" : H0;èëè ~f(~�0) + ~" : H1:�èïîòåçà H0: èìåþòñÿ äâà ñèãíàëà, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 èìååòñÿ îäèíñèãíàë. Ïóñòü " 2 N(0; R), ÷òî ïðèâîäèò ê ïîðîãîâîìó óñëîâèþ. Åñëè�2 = (~f(~�1) + ~f(~�2)� ~f(~�0))TR�1(~f(~�1) + ~f(~�2)� ~f(~�0)) � �20Pe ;



132 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèòî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñ ïîëíîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè Pe, ìû èìååì äâàñèãíàëà.Ïðèìåð 1: �àññìîòðèì ðàçäåëåíèå ñåéñìè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Çàïèøåì ìîäåëü ââèäåuki = � èëè A1'(ti � �1 � k�x
1) + A2'(ti � �2 � k�x
2) + "ki : H0;èëè A0'(ti � �0 � k�x
0) + "ki : H1:Ôóíêöèÿ �2 èìååò ñëåäóþùèé âèä�2 = 1�2 Xk Xi Xi0 r�1ii0 (A1'(ti � �1 � k�x
1) ++A2'(ti � �2 � k�x
2)� A0'(ti � �0 � k�x
0))(A1'(ti0 � �1 � k�x
1) + A2'(ti0 � �2 � k�x
2)� A0'(ti0 � �0 � k�x
0)):Ââåäåì óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ�1 = �0���; 
1 = 
0��
; �2 = �0+��; 
2 = 
0+�
; A0 = A1=2 = A2=2è R = �2I (íåêîððåëèðîâàííûé øóì). Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèéïîëó÷èì: �2 = A20�2 Xk Xi [12'(ti � (�0 ���)� k�x(
0 ��
)) ++12'(ti � (�0 +��)� k�x(
0 +�
))� '(ti � �0 � k�x
0)℄2:Â ÷àñòíîì ñëó÷àå �
 = 0 �óíêöèÿ �2 îò �� èìååò âèä � ñì. ðèñ. 8.4).

�èñ. 8.4: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè �2.Ïðèìåð 2: �àçäåëåíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé îò äâóõ âåðòèêàëüíûõ òîíêèõ ñëîåâ ñáåñêîíå÷íî ïîãðóæåííûìè íèæíèìè êðîìêàìè�àçäåëÿåìûå ñèãíàëû çàïèøåì â âèäåf1k = Ihh 11 + (k�x=h� �=h)2i; f2k = Ihh 11 + (k�x=h + �=h)2i;f0k = 2Ih h 11 + (k�x=h)2 i; (8.2)



8.3. Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ 133ãäå I � íàìàãíè÷åííîñòü, � � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà ñëîÿ, h � ãëóáè-íà íèæíåé êðîìêè. Ñóììà �óíêöèé: f0k, f1k è f2k (f = f0k + f1k + f2k)ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.5. Çàïèøåì �óíêöèþ �2 è ïîðîãîâîå óñëîâèå

�èñ. 8.5: Ìàãíèòíîå ïîëå îò òîíêèõ ñëîåâ îïðåäåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè èç (8.2) (I = 1,� = 2:5, h = 1:0). à, á � áåç øóìà; â, ã � ñ íåêîððåëèðîâàííûì íîðìàëüíûì øóìîìN(0; 0:1).� 2I�h�2 KXk=�Kh�2�1 + �k�xh � �h�2���1 + �2�1 + �k�xh + �h�2���1 ���1 + �k�xh �2��1i2 � �20Pe :Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h, åñëè íåðàâåíñòâî�k�xh + �h�2 < 0:5âûïîëíåíî, ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîðîãîâîãî óñëî-âèÿ � �h�2 � �h2I �0p2k + 1 :Ïîðîãîâîå óñëîâèå è åãî ïðèáëèæåííûé àíàëîã îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó � ïðèêîòîðîé åùå âîçìîæíî îòëè÷èòü èíòåð�åðåíöèîííîå ïîëå äëÿ äâóõ ñëîåâîò ïîëÿ îäèíî÷íîãî ñëîÿ.Ïðèìåð 3: Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿè ìåòîäà îòíîøåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ê îöåíêå ïàðàìåòðà ñèã-íàëà èíòåð�åðèðóþùèõ ïîëåé.



134 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÌîäåëü èçìåðåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå~uk = MX�=1 ~f�k(~��) + ~"k; ~"k 2 N(0; R):Â ñåéñìè÷åñêîì ñëó÷àå âåêòîð ~f�k èìååò âèä~f�k = kA�'(ti � �� � k�x
�)kni=1; ~�� = fA�; ��; 
�g; k = 0; 1; : : : ; K;ãäå A� � àìïëèòóäà, �� � âðåìÿ ïðèõîäà íà òðàññå ñ íîìåðîì k = 0, 
�� îáðàòíàÿ êàæóùàÿñÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà ñíîìåðîì �. Ïðèìåð èíòåð�åðåíöèè ñåéñìè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 8.6

�èñ. 8.6: Èëëþñòðàöèÿ èíòåð�åðåíöèè ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. Ìîäåëü ñðåäû òà æå, ÷òîíà ðèñ. 5.1. Òî÷êè íàáëþäåíèÿ: 0.003, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5; a, b, 
 �îáëàñòè ñ èíòåð�åðåíöèåé ñåéñìè÷åñêèõ âîëí. (Ñåéñìîãðàììà èçîáðàæåíà ñàâòîìàòè÷åñêèì óñèëåíèåì.)�àññìîòðèì ñëó÷àé èíòåð�åðåíöèè ìàãíèòíûõ ïîëåé. Èíòåð�åðåíöèîííîåìàãíèòíîå ïîëå îò íåèçâåñòíîãî ÷èñëà âåðòèêàëüíûõ òîíêèõ ñëîåâ ñ áåñêî-íå÷íî ïîãðóæåííîé íèæíåé êðîìêîé èìååò âèä~uk = MX�=1 ~fk(~��) + ~"k; ~"k 2 N(0; R);fk(��) = I�h�h2� + (k�x� ��)2 ; ~�� = fI�; h�; ��g;ãäå I� � íàìàãíè÷åííîñòü ñëîÿ, �� � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà ñëîÿ, h� �ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ íèæíåé êðîìêè ñ íîìåðîì �. Ïðèìåð ìàãíèòíîãîïîëÿ îò øåñòè âåðòèêàëüíûõ ñëîåâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8.7.
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�èñ. 8.7: Ìàãíèòíîå ïîëå âûçâàííîå øåñòüþ òîíêèìè ñëîÿìè (I� = 1). Ïàðûïàðàìåòðîâ (h�; ��) (�� 1; : : : ; 6) � ñëåäóþùèå: (0:75;�3:0), (0:5;�1:0), (0:6; 0:5),(0:5; 1:5), (0:5; 2:5), (0:4; 3:5). a � áåç øóìà; b � ñ íîðìàëüíûì íåêîððåëèðîâàííûìøóìîì N(0; 0:2).Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè îöåíêè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~��, (� = 1; 2; : : : ;M)è ÷èñëà èñòî÷íèêîâ ïîëÿ M ~�� � ? M � ?Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ðåøàþùàÿ �óíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ íàîñíîâå ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì l(~uk; ~�) = �12Xk (~uk � MX�=1 ~f�k(~��))TR�1(~uk � MX�=1 ~f�k(~��)):Îöåíêà ïàðàìåòðîâ â îáùåì âèäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ �îðìóëîé~̂� = argmax~� l(~uk; ~�); ~� = k~�1; ~�2; : : : ; ~�Mk:Åñëè â �óíêöèè l(~uk; ~�) îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû, êîòîðûå çàâèñÿò îò âåêòîðàïàðàìåòðîâ ~� òî ïîëó÷èìg(~uk; ~�) = MX�=1Xk [~uTk R�1 ~f�k(~��)� 12 X�0 6=� ~f T�0k(~��0)R�1 ~f�k(~��)�� 12 ~f T�k(~��)R�1 ~f�k(~��)℄:Â ñëó÷àå íåèíòåð�åðèðóùèõ ïîëåé f�0 è f� âòîðîé ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò è�óíêöèÿ g(~uk; ~�) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäåg0(~uk; ~�) = MX�=1Xk [~uTk R�1 ~f�k(~��)� 12 ~f T�k(~��)R�1 ~f�k(~��)℄:



136 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÏðåäñòàâèì ïîëíóþ �óíêöèþ g(~uk; ~�) â çàïèñè àíàëîãè÷íîé çàïèñè �óíê-öèè g0(~uk; ~�). Ìû âûäåëèì â �óíêöèè g(~uk; ~�) ÷ëåí, ñîäåðæàùèé ÷èñëî ñëîåâm g(~uk; ~�) = [Xk ~uTk R�1 ~fmk(~�m)� MX�=1�6=mXk ~f�k(~��)R�1 ~fmk(~�m)��12Xk ~f Tmk(~�m)R�1 ~fmk(~�m)℄ + [ MX�=1�6=mXk ~uTk R�1 ~f�k(~��)��12 MX�=1�6=m MX�0=1�0 6=mXk ~f T�0k(~��0)R�1 ~f T�k(~��)� 12 MX�=1�6=mXk ~f T�k(~��)R�1 ~f�k(~��)℄:Òîëüêî âûðàæåíèå, çàêëþ÷åííîå â ïåðâûå êâàäðàòíûå ñêîáêè ñîäåðæèòâåêòîð ïàðàìåòðîâ ~�m, ïîýòîìó äëÿ îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ~�m äîñòàòî÷íî ìè-íèìèçèðîâàòü �óíêöèþgm(~uk; ~�m) =Xk ~Y TkmR�1 ~fmk(~�m)� 12Xk ~f Tmk(~�m)R�1 ~fmk(~�m);~Y Tkm = ~uTk � MX�=1�6=m ~f Tk�(~��)Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîé ïðî-öåäóðû.Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñèãíàë:M = 1; g1(~uk; ~�1) =Xk [~uTk R�1 ~f1k(~�1)� 12 ~f T1k(~�1)R�1 ~f1k(~�1)℄~̂�1(1) = max~�1 g1(~uk; ~�1):Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ïîðîãîâûõ óñëîâèé:Åñëè �21 =Xk ~f T1k(~̂�(1)1 )R�1 ~f1k(~̂�(1)1 ) � �20Pe ;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðîäîëæàåòñÿ.Åñëè �21 < �20Pe;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðåêðàùàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü: îòñóò-ñòâóþò êàêèå-ëèáî ñèãíàëû.



8.3. Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ 137Øàã 2. Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ñèãíàëîâ:M = 2; g2(~uk; ~̂�1; ~�2) =Xk ~Y Tk2R�1 ~f2k(~�2)� 12Xk ~f T2k(~�2)R�1 ~f2k(~�2)~Y Tk2 = ~uTk � ~f1k(~̂�1):Äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�1 èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ íà ïåðâîìøàãå ~�1 ~̂�2(1) = max~�2 g2(~uk; ~̂�1; ~�2):Ïðîâåðêà ïîðîãîâûõ óñëîâèé:Åñëè �22 =Xk ~f T2k(~̂�(1)2 )R�1 ~f2k(~̂�(1)2 ) � �20Pe ;òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ.Åñëè �22 < �20Pe;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðåêðàùàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü: èìå-åòñÿ òîëüêî îäèí ñèãíàë ~̂�1.Îöåíèâàåì, ñ÷èòàÿ ÷òî ñèãíàëîâ äâà, îöåíèâàåì âåêòîð ïàðàìåòðîâ ~�1,îòâå÷àþùèé ïåðâîìó ñèãíàëó, �èêñèðóÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ ~�2, îòâå-÷àþùèé âòîðîìó ñèãíàëó ~̂�2(1)g2(~uk; ~�1; ~̂�2(1)) = Xk ~Y Tk1R�1 ~f1k(~�1)�� 12Xk ~f T1k(~�1)R�1 ~f1k(~�1);~̂�1(1) = max~�1 g2(~uk; ~�1; ~̂�2(1)); ~Yk1 = ~uTk � ~f2k(~̂�2):Çàòåì ñíîâà èùåì ~̂�2(2), ïðåäïîëàãàÿ ~̂�1(1) ðàâíûì òîëüêî ÷òî óòî÷íåí-íûì çíà÷åíèÿì. Êàæäûé ðàç ïåðåõîäÿ ê íîâîé èòåðàöèè ìû ïðîâåðÿåìïîðîãîâîå óñëîâèå.Åñëè g2(~̂�1(n); ~̂�2(n))� g2(~̂�1(n�1); ~̂�2(n�1))g2(~̂�1(n�1); ~̂�2(n�1)) < Æ � 10�2 � 10�3;ïåðåõîäèì ê âûïîëíåíèþ øàãà M = 3.Åñëè �g(n)2�g(n�1)2 > Æ;ïðîäîëæàåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ âåêòîðîâ ~̂�2 è ~̂�1.



138 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèØàã 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òðè ñèãíàëàM = 3 g3(~uk; ~̂�1; ~̂�2; ~�3) =Xk ~Y Tk3R�1 ~fk3(~�3)��12Xk ~f T3k(~�3)R�1 ~f3k(~�3)~Y Tk3 = ~uTk � ~f T1k(~̂�1)� ~f T2k(~̂�2)~̂�3(1) = max~�3 g3(~uk; ~̂�1; ~̂�2; ~�3):Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ïîðîãîâîãî óñëîâèÿÅñëè �23 =Xk ~f T3k(~̂�(1)3 )R�1 ~f3k(~̂�(1)3 ) � �20Pe ;òî âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿÅñëè �23 < �20Pe;òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü: èìå-þòñÿ ñèãíàëû ñ ïàðàìåòðàìè ~̂�1, ~̂�2.Ïîñëå ýòîãî ìû ìû èùåì ïîïðàâêè ê îöåíêàì ~̂�2(1), ~̂�1(1) è ïðîäîëæàåìóòî÷íåíèå, ïðîâåðÿÿ âûïîëíåíèå ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ íà êàæäîì øàãå.Åñëè g3(~̂�1(n); ~̂�2(n); ~̂�3(n))� g3(~̂�1(n�1); ~̂� (n�1)2 ; ~̂�3(n�1))g3(~̂�1(n�1); ~̂� (n�1)2 ; ~̂� (n�1)3 ) < Æ;òî ïåðåõîäèì ê øàãó m = 4.Åñëè �g(n)3�g(n�1)3 > Æ;òî ïðîäîëæàåì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó äëÿ âåêòîðîâ ~�1, ~�2 è ~�3.Øàã m. Ïðåäïîëàãàåì, ×òî èìååòñÿ m ñèãíàëîâ.M = m; gm(~uk; ~̂�1; ~̂�2; : : : ~�m) =Xk ~Y Tkm�1R�1 ~fmk(~�m)��12Xk ~f Tmk(~�m)R�1 ~fmk(~�m)~Y Tkm = ~uTk � m�1X�=1 ~f T�k(~̂��)~̂�m(1) = max~�m gm(~uk; ~̂�1; ~̂�2; : : : ; ~�m):Ïðîâåðêà ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ



8.3. Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ 139Åñëè �2m =Xk ~f Tmk(~̂�(1)m )R�1 ~fmk(~̂�(1)m ) � �20Pe ;òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ.Åñëè �2m < �20Pe ;òî òî ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ è ìîæíî ãîâîðèòü: èìååòñÿ (m � 1)ñèãíàëîâ ñ ïàðàìåòðàìè ~̂�1,: : : ; ~̂�m�1).Ïîñëå ýòîãî ìû èùåì ïîïðàâêè êî âñåì ïàðàìåòðàì è èñïîëüçóåì äëÿýòîãî èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó. Ìû èìååì ~̂� (1)1 ; : : : ; ~̂� (1)m�1; ~̂� (1)m . Ïîñëåñëåäóþùåé èòåðàöèè ïîëó÷àåì ~̂� (2)1 ; : : : ; ~̂� (2)m�1; ~̂� (2)m è ò.ä. Êàæäûé ðàç,ïåðåõîäÿ ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè, ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ïîðîãîâûõóñëîâèé.Åñëè gm(~̂� (n)1 ; : : : ; ~̂� (n)m�1; ~̂� (n)m )� gm(~̂� (n�1)1 ; : : : ; ~̂� (n�1)m�1 ; ~̂� (n�1)m )gm(~̂� (n�1)1 ; : : : ; ~̂� (n�1)m�1 ; ~̂� (n�1)m ) < Æ;òî ïåðåõîäèì ê øàãó ñ M = m+ 1.Åñëè �g(n)m�g(n�1)m > Æ;òî ïðîäîëæàåì èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó äëÿ âåêòîðîâ ~�1, : : : ; ~�m�1;~�m.Äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ìîäè�èêàöèÿ ýòîé èòå-ðàöèîííîé ïðîöåäóðû áåç îäíîâðåìåííîé êîððåêòèðîâêè ïàðàìåòðîâ. �àñ-ñìîòðèì ìîäè�èöèðîâàííóþ ïðîöåäóðó.Øàã 1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñèãíàë:M = 1; g1(~uk; ~�1) =Xk [~uTk R�1 ~f1k(~�1)� 12 ~f T1k(~�1)R�1 ~f1k(~�1)℄~̂�1 = max~�1 g1(~uk; ~�1):Ïðîâåðêà ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ:Åñëè �21 =Xk ~f Tk (~̂�1)R�1 ~fk(~̂�1) � �20Pe;òî ïðîäîëæàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû.



140 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÅñëè �21 < �20Pe;îñòàíàâëèâàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû è óòâåðæäàåì: êàêèå-ëèáîñèãíàëû îòñóòñòâóþò.Øàã 2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ äâà ñèãíàëà:M = 2; g2(~uk; ~̂�1; ~�2) =Xk ~Y Tk2R�1 ~f2k(~�2)� 12Xk ~f T2k(~�2)R�1 ~f2k(~�2)~Y Tk2 = ~uTk � ~f1k(~̂�1):Äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�1 èñïîëüçóåì îöåíêó, ïîëó÷åííóþ íà ïåðâîìøàãå ~̂�1 ~̂�2 = max~�2 g2(~uk; ~̂�1; ~�2):Ïðîâåðêà ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ:Åñëè �22 =Xk ~f T2k(~̂�2)R�1 ~f2k(~̂�2) � �20Pe ;òî ïðîäîëæàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû.Åñëè �22 < �20Pe;òî ïðåêðàùàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû è óòâåðæäàåì: èìååòñÿ òîëü-êî îäèí ñèãíàë ~�1.Øàã 3. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ òðè ñèãíàëàM = 3; g3(~uk; ~̂�1; ~̂�2; ~�3) =Xk ~Y Tk3R�1 ~f3k(~�3)��12Xk ~f T3k(~�3)R�1 ~f3k(~�3)~Y Tk3 = ~uTk � ~f T3k(~̂�1)� ~f T3k(~̂�2)~̂�3 = max~�3 g3(~uk; ~̂�1; ~̂�2; ~�3):Ïðîâåðêà ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ.Åñëè �23 =Xk ~f Tk (~̂�3)R�1 ~fk(~̂�3) � �20Pe;òî ïðîäîëæàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû.Åñëè �23 < �20Pe;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðåêðàùàåòñÿ è ìû óòâåðæäàåì: èìå-þòñÿ ñèãíàëû ñ ïàðàìåòðàìè ~̂�1, ~̂�2.



8.3. Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ 141Øàã m. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èìååòñÿ m ñèãíàëîâ.M = m; gm(~uk; ~̂�1; ~̂�2; : : : ~�m) =Xk ~Y Tkm�1R�1 ~fmk(~�m)��12Xk ~f Tmk(~�m)R�1 ~fmk(~�m)~Y Tkm�1 = ~uTk � m�1X�=1 ~f T�k(~̂��)~̂�m = max~�m gm(~uk; ~̂�1; ~̂�2; : : : ; ~�m):Ïðîâåðêà ïîðîãîâîãî óñëîâèÿ.Åñëè �2m =Xk ~f Tmk(~̂�m)R�1 ~fmk(~̂�m) � �20Pe ;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðîäîëæàåòñÿ.Åñëè �2m < �20Pe ;òî âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðåêðàùàåòñÿ è ìû óòâåðæäàåì: èìååò-ñÿ (m� 1) ñ ïàðàìåòðàìè ~̂�1,: : : ; ~̂�m�1.Ïðèìåð 5: Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, îòíîñÿùåìñÿ ê ñåéñìèêå, çàïèøåì ðåøà-þùóþ �óíêöèþ è îöåíêè ïàðàìåòðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàãà m ìîäè-�èöèðîâàííîé ïðîöåäóðû. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà íåêîððåëèðîâàíà(R = �2I) à ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì~fk(~�m) = kAm'(ti � �m � k�x
m)kni=1;M = m; gm(~uk; Am; �m; 
m) = Am�2 Xi '(ti)Xk y(ti + �mk)��A2m2�2KXi '2(ti);ãäå y(ti + �mk) = u(ti + �mk)�X�0 6=mA�0'(ti � ��0k � ��k):Ìîæíî íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè àìïëèòóäû�gm�Am = 0) Âm = Pi '(ti)Pk y(ti + �mk)Pi '2(ti) :



142 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëèÏîäñòàâëÿÿ îöåíêó Âm â ðåøàþùóþ �óíêöèþ gm(~uk; Am; �m; 
m), ïîëó÷àåìgm(�m; 
m) = 1�2 [Pi '(ti)Pk y(ti + �mk)℄2KPi '2(ti) :Îöåíêè âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ T �m è îáðàòíîé êàæóùåéñÿ ñêîðîñòè 
mäëÿ ñèãíàëà m ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì�̂m; 
̂m = max�m;
m gm(~uk; Âm; �m; 
m):Ïîðîãîâîå óñëîâèå.Åñëè �2m = Â2m�2 Xk Xi '2(ti � �̂m � k�x
̂)) � �20Pe;òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó M = m + 1.Åñëè �2m < �20Pe;òî ïðåêðàùàåì âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû.Îöåíêà âåêòîðà ïàðàìåòðîâ èìååò âèä~̂�fÂ1; �̂1; 
̂1; Â2; �̂2; 
̂2; : : : ; Âm; �̂m; 
̂mg:Ïðèìåð 6: Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàïèøåì ðåøàþùóþ �óíê-öèþ è îöåíêó ïàðàìåòðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàãà m (÷èñëî ñèãíàëîâ � �)ïðè óñëîâèè íåêîððåëèðîâàííîñòè ñëó÷àéíîé êîìïîíåíòû " � R = �2Ifk� = I�h�h2� + (xk � �2�) = I�'k(h�; ��);ãäå 'k(h�; ��) = h�h2� + (xk � �2�) :M = m; gm(uk; Im; hm; �m) = Im�2 Xk ykm'(hm; �m)��12 I2m�2 Xk '2k(hm; �m);ãäå ykm = uk �X�0 6=m I�0'k(h�0 ; ��0):



8.3. Çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñèãíàëîâ 143ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè íàìàãíè÷åííîñòè:�gm�Im = 0; Îm = Pk ykm'k(hm; �m)Pk '2k(hm; �m) :Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêó Îm â ðåøàþùóþ �óíêöèþ gm(uk; Im; hm; �m) ïîëó÷àåìgm(hm; �m) = 1�2Pk ykm'k(hm; �m)Pk '2k(hm; �m) :Îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû hm (ãëóáèíà âåðõíåé ãðàíè) è �m (ãîðèçîíòàëü-íàÿ êîîðäèíàòà) m âåðòèêàëüíûõ ìàãíèòíûõ ñëîåâ íàõîäèì ìàêñèìèçèðóÿ�óíêöèþ gm hm; �m = max gm(uk; Îm; hm; �m):Ïîðîãîâîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäåÅñëè �2m = Î2m�2m Xk '2k(ĥm; �̂m) � �20Pe;òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó M = m + 1.Åñëè �2m < �20Pe;âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû ïðåêðàùàåòñÿ.Ïîëó÷åííûå îöåíêè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ èìåþò âèä~̂� = fÎ1; ĥ1; �̂1; Î2; ĥ2; �̂2; : : : ; Îm; ĥm; �̂mg:



144 �ëàâà 8. Ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè âûáîðà ìîäåëè



�ëàâà 9�åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿ
9.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÏóñòü f(~r) � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, à âåëè÷èíà ui � åå èíòåãðàëüíàÿ ïðîåêöèÿäëÿ ïàðû òî÷åê ñ íîìåðîì i, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü èñòî÷íèêîì (sour
e) èïðèåìíèêîì (re
eiver) (s; r)i. Ñâÿçü ìåæäó ui è f(~r) � èíòåãðàë âäîëü ëó÷à Liui = ZLi f(~r)dl:Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäåui = Z
 f(~r)Æ(Li(~r))d~r;ãäå 
 � îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (ïîâåðõíîñòü èëè îáúåì), Æ(�) Æ-�óíêöèÿ. Îáî-çíà÷èì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð êàê ~Rui = ~Ri[f(~r)℄; ~Ri[�℄ � Z d~rÆ(Li(~r))[�℄:Ïîñëå ââåäåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò, â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåèçâåñòíóþ �óíêöèþf(~r) ìîæíî çàïèñàòü êàê f(r; '), èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ~r = (r; '). Ñî-âåðøèâ ïåðåõîä ê ïàðå ïàðàìåòðîâ (n; �) ïîëó÷èì ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà(n; �); u(n; �) = ZL f(pl2 + n2; � � ar
tan(l=n))dl:Ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ òèïè÷íûìè äëÿ ëó÷åâîé òîìîãðà�èè ïðåîáðàçîâàíèÿ-ìè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.1.9.2 Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíàÏðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìu(n; �) = ~R[f(r; ')℄:145



146 �ëàâà 9. �åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿ

�èñ. 9.1: Îñíîâíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðíûå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ âëó÷åâîé òîìîãðà�èè.Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà èìååò âèäf(r; ') = 12�2 1Z�1 �Z0 1r 
os(� � ')� n �u(n; �)�n dnd�èëè, â îïåðàòîðíîé �îðìå: f(r; ') = ~R�1[u(n; �)℄:Îïåðàòîð îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ: ~R�1 = � 12�PHD;ãäå D : q(n; �) = D[u(n; �)℄ = lim�n!0 u(n+�n; �)� u(n; �)�n� äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ);H : h(n0; �) = H[q(n0; �)℄ = � 1� lim"!0n n0�"Z�1 q(n; �)n0 � ndn+ 1Zn0+" q(n; �)n0 � ndno� ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà;P : p(r; ') = P [h(n0; �)℄ = �Z0 h(r 
os(� � '); �)d�� îïåðàòîð îáðàòíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.



9.3. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû 147Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, ïîñêîëü-êó íà ïðàêòèêå ìû íèêîãäà íå âñòðå÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ â íåïðåðûâíîìâèäå. �àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû, èìåþùèå ñóùåñòâåííî áîëüøåå çíà-÷åíèå ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.9.3 Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäûÏðåäñòàâèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ f(~r) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì �óíê-öèÿì f(~r) = MXj=1 �j j(~r):Äàííûå íàáëþäåíèé ui ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîìui = MXj=1 Cij�j;ãäå Cij = ~Ri[ j(~r)℄:Ïðîñòåéøèå áàçèñíûå �óíêöèè: j(~r) = � 1 äëÿ ~r 2 
j;0 äëÿ ~r 62 
j:Ýëåìåíòû Cij â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìCij = � C äëÿ LiT
j 6= ;;0 äëÿ LiT
j = ;:Îñíîâíûå ýëåìåíòû ñõåìû ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 9.2.

�èñ. 9.2: Îñíîâíûå ýëåìåíòû ñõåìû ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ.



148 �ëàâà 9. �åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿÇàïèøåì ìîäåëü èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí â âèäå~u = C~� + ~";ãäå ~" � ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà (~" 2 N(0; R")) è ~� � ñëó÷àéíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ(~� 2 N(h~�i; R�)).Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè îöåíêè äëÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~�. Äëÿ ýòîãîáóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè:~~� = max~� p(~�)p(~u=~�):Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ~" è ~� òàêîé êðèòåðèé ïðèíèìàåòâèä ~~� = min~� [(~u� C~�)TR�1" (~u� C~�) + (~� � h~�i)TR�1� (~� � h~�i)℄:ßâíàÿ çàïèñü èñêîìîé îöåíêè è åå êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ìîãóò áûòü ïðåä-ñòàâëåíû â äâóõ âèäàõ:1: ~̂� = (CTR�1" C +R�1� )�1(CTR�1" ~u+R�1� h~�i);R(~̂�) = (CTR�1" C +R�1� )�1:
2: ~~� = h~�i+R�CT (CR�CT +R")�1(~u� Ch~�i);R(~~�) = R� � R�CT (CR�CT +R")�1CR�:Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííûõ âåêòîðîâ R" = �2"I è R� = �2�I, îöåíêà èñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå1: ~̂� = (CTC + �I)�1(CT~u+ �h~�i);R(~̂�) = �2"(CTC + �I)�1;ãäå � = �2"=�2� ðåãóëÿðèçóþùèé ïàðàìåòð (ïî Òèõîíîâó).2: ~~� = h~�i+ CT (CCT + �I)�1(~u� Ch~�i);R(~~�) = �2� � �2�CT (CCT + �I)�1C:



9.3. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû 149Êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû R(~̂�) è R(~~�) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè êà-÷åñòâà èíòåðïðåòàöèè. Äèñïåðñèè îøèáîê âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû íà ãëàâ-íûõ äèàãîíàëÿõ ìàòðèö R(~̂�) è R(~~�), ïðè ýòîì íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû îïèñûâàþòêîððåëÿöèîííûå ñâÿçè ìåæäó ýëåìåíòàìè îöåíèâàåìûõ âåêòîðîâ.�àññìîòðèì ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ó÷èòûâàåò ðàçðåæåííûé õà-ðàêòåð ìàòðèöû C.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� (0) è íà÷àëüíîé êîâàðèàöèîííîéìàòðèöû R(0)� ìû âîçüìåì àïðèîðíûé âåêòîð~� (0) = h~�iè àïðèîðíóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöóR(0)� = R�:Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îöåíêè ~� âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå~� (1) = ~� (0) + �(1)�~� (1);ãäå �~� (1) = R(0)� C(1)T ; �(1) = e1=Æ21;e1 = u1 � C(1)~� (1); Æ21 = �2"1 + C(1)�~� (1);ãäå C(1) � ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû C. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîâàðèàöèîííîéìàòðèöû äàåòñÿ âûðàæåíèåìR(1)� = R(0)� ��~� (1)�~� (1)T =Æ21:Ïóñòü èìååòñÿ (i� 1) ïðèáëèæåíèå~�(i�1); R(i�1)� :Ïîëó÷èì i-å ïðèáëèæåíèå îöåíêè ~�~�(i) = ~�(i�1) + �(i)�~�(i);ãäå�(i) = ei=Æ2i ; ei = ui � C(i)~�(i�1); Æ2i = �2"i + C(i)�~�(i); �~�(i) = R(i�1)� C(i)T ;C(i) � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû C. Äàëåå, i-å ïðèáëèæåíèå äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàò-ðèöû çàïèñûâàåòñÿ â âèäåR(i)� = R(i�1)� ��~�(i)�~�(i)T =Æ2i :×èëî àïïðîêñèìàöèé íå ðàâíî ÷èñëó ëó÷åé.



150 �ëàâà 9. �åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿÌîæíî îöåíèòü êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ïî îòíîøåíèþ ê àïðèîðíûì ïðåä-ñòàâëåíèÿì íà êàæäîì i-ì øàãå, èñïîëüçóÿ èí�îðìàöèþ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà�j I(i)j = 12 ln R(0)� jjR(i)� jj ; j = 1; 2; : : : ;M:Âëèÿíèå ââåäåíèÿ íîâîãî ëó÷à íà âåëè÷èíó èí�îðìàöèè îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîéI(i�1)!(i)j = 12 ln R(i�1)� jjR(i)� jj ; j = 1; 2; : : : ;M:9.4 Âîññòàíîâëåíèå ìåäëåííîñòè è êîý��èöèåíòàïîãëîùåíèÿÏóñòü èñòî÷íèêè ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè z = 0, à ãåî�îíû � â ñêâàæèíå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî ñåéñìè÷åñêîéñðåäû â �îðìå ìåäëåííîñòè S0(r) = 1=v0(r) è êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ. �0(r).Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ëó÷åâîé òîìîãðà�èè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.3.

�èñ. 9.3: Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ëó÷åâîé òîìîãðà�èè.Ìîæíî âû÷èñëèòü ñïåêòð ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ êàæäîé ïàðû èñòî÷íèê-ïðèåìíèê â ñåéñìè÷åñêîé ñðåäå ñ �óíêöèÿìè S0(r) è �0(r):u0i(!) = Ai (!; rri; rsi; �0(r); S0(r)) exp(�i!�0(rri; rsi));ãäå (rri è rsi) � êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî ïðèåìíèêà è èñòî÷íèêà, �0 � âðåìÿðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàë Ai îïèñûâàåò ðåøåíèå ïðÿ-ìîé çàäà÷è. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèÿ Æ� è ÆS âåùåñòâåííûõ �óíêöèé �(r)



9.4. Âîññòàíîâëåíèå ìåäëåííîñòè è êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ 151è S(r) îò �0(r) è S0(r) ìàëû è ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðèþ âîçìóùåíèéÆ�(r) = �(r)� �0(r); Æ�(r)� �0(r):ÆS(r) = S(r)� S0(r); ÆS(r)� S0(r):Óìíîæèì �óíêöèþ íà exp(�i!�1);êîìïëåêñíàÿ âåëè÷èíà �1 = �1< + i�1= ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ �1< îïðåäåëÿåòïîïðàâêó íà âåðìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, à ìíèìàÿ ÷àñòü �1= îïðåäåëÿåò ïî-ïðàâêó ê êîý��èöèåíòó çàòóõàíèÿ. Ïóñòü ïîëíîå âðåìÿ� = �0 + �1óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéêîíàëà(~r�)2 = S2(r);ïðè ýòîì S(r) = S0(r) + S1(r) è S1(r) = S1< + S1=, ãäå S1< è S1= ñîîòâåòñòâåííîâåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîé �óíêöèè S1(r). Òåïåðü ìîæíî çàïè-ñàòü (~r(�0 + �1))2 = (S0 + S1)2è (~r�0)2 + 2~r�0~r�1 + (~r�1)2 = S20 + 2S0S1 + S21 :Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (~r�1)2 � 0; S21 � 0; (~r�0)2 = S20 ;ïîëó÷èì ~r�0~r�1 = S0S1:Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì ~r�0 = S0~lãäå ~l � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíûé ê ëó÷ó, ïîëó÷èì~rl �1 = S1 ) ~rl �1< = S1<; ~rl �1= = S1=;ãäå ~rl � ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè ~l.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ âäîëü ëó÷à L ïîëó÷àåì �îðìóëû�1< = ZL S1<dl; �1= = ZL S1=dl:Çàïèøåì ìîäåëü äëÿ âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ â âèäå�i � �i0 = ZLi S1<(r)dl + "i:



152 �ëàâà 9. �åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿÌîäåëü äëÿ íàáëþäàåìîãî ñïåêòðà àìïëèòóäû:jui(!)jmax = ju0i(!)jmax exp(��i(l)Li) + "i;ãäå �i(l) = 1Li ZLi �ldl; "i � ju0(!)jmax exp(��iLi);ln jui(!)jmaxjui0(!)jmax = � ZLi �l(r)dl + ~"i;ãäå ~"i = "iju0i(!)jmax exp(��iLi) ; ln(1 + ~"i) � ~"i:Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòè ìîäåëè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìåäëåííîñòè S(r) èêîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ �l(r).9.5 Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ñåéñìîãðàììÏðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå ñåéñìîãðàìì çàïèñûâàåòñÿ â âèäås(p; �) = 1Z�1 u(x; px+ �)dx(ñì. ðèñ. 9.4). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà îïðåäåëÿåòñÿ êàêu(x; t) = � 1Z�1 H dd� s(p; �)dp = �PHD[s(p; �)℄èëè u(x; t) = � 1Z�1 h� 1�� � ��� s(p; �)idp:Çàïèøåì äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñåéñìîãðàììûu(kx; !) = Z 1Z�1 u(x; t) exp[i(!t� kxx)℄dxdt(ñì. ðèñ. 9.5). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó kx = p! ìîæíî ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå äëÿñïåêòðà u(kx; !) â âèäåu(p!; !) = Z 1Z�1 u(x; t) exp[i(!t� p!x)℄dxdt



9.5. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ñåéñìîãðàìì 153

�èñ. 9.4: Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ âïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ (a) è òî÷êà íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìèóãëîâîé êîý��èöèåíò�âðåìÿ îòðàæåíèÿ. Òî÷êà íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè óãëîâîéêîý��èöèåíò-âðåìÿ îòðàæåíèÿ (
) è ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõêîîðäèíàòàõ (d).
�èñ. 9.5: Ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàòàõ (a) è ëèíèÿ íà ïëîñêîñòèâîëíîâîå ÷èñëî�÷àñòîòà.èëè, ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ t = � + px, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:u(p!; !) = 1Z�1 ei!�h 1Z�1 u(x; � + px)dxid� == 1Z�1 ei!�s(p; �)d� = FR[u(x; t)℄;ãäå s(p; �) = R !�1 u(x; � +px)dx � ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ñåéñìîãðàììû u. Òàêèìîáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà è îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû äâóìåðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ôèëüòðàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå(k � !) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â èíòåãðèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò kmin äî kmax (ñì.



154 �ëàâà 9. �åî�èçè÷åñêàÿ ëó÷åâàÿ òîìîãðà�èÿðèñ. 9.6) u(x) = 12� kmaxZkmin u(k) exp(ikx)dk;ãäå p = j!jp èëè u(x) = j!j2� pmaxZpmin u(p) exp(i!px)dp (dk = j!jdp);Ôèëüòðàöèþ ñåéñìîãðàìì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
�èñ. 9.6: Ôóíêöèÿ îêíà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â k-îáëàñòè.u(x; t) = 14�2 !maxZ!min pmaxZpmin u(!; p)j!j exp[�i!(t� px)℄dpd! == 12� pmaxZpmin dph 12� !maxZ!min exp[�i!(t� px)℄�� FR[u(x; t)℄j!jd!i == 12� pmaxZpmin R[u(x; t)℄ � (F�1[j!j℄)dp(ñì. ðèñ. 9.7).9.6 Ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà è àíàëèòè÷åñêèéñèãíàëÏðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ S(t) èìååò íîðìó Lp, ò.å.S(t) 2 Lp(�1;1); 1Z�1 jS(t)jpdt <1; p � 1:



9.6. Ïðåîáðàçîâàíèå �èëüáåðòà è àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë 155
�èñ. 9.7: Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â ïëîñêîñòè (!; k).Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ �èëüáåðòà ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå Q(t) = � 1�V.P. 1Z�1 S(�)t� � d� = �S(t) � 1�tè S(t) = 1�V.P. 1Z�1 Q(�)t� � d�;ãäå V:P:, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè t = � îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñìûñëå ãëàâ-íîãî çíà÷åíèÿ. Íàéäåì ñïåêòð �óíêöèè Q(t)Q(!) = 1Z�1Q(t) exp(i!t)dt = � 1� 1Z�1S(�) 1Z�1 exp(i!t)� � t dtd�:Ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé � � t = u, ïîëó÷àåìQ(!) = � 1� 1Z�1 S(�) exp(i!�) 1Z�1 exp(i!u)u dud� == �S(!) 1� 1Z�1 exp(i!u)u du == �S(!)2i� 1Z0 sin!uu du = �iS(!) sign!;ò.ê. 1Z0 sin!uu du = �2 sign!(ñì. ðèñ. 9.8). Îòìåòèì, ÷òîjQ(!)j = jS(!)j; arg Q(!) = arg S(!)� �=2:
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�èñ. 9.8: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè sign!.Âåëè÷èíà Q(!) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíûì �èëüòðîì, êîòîðûé èçìåíÿåò �àçó íà��=2 è íå îêàçûâàåò âîçäåéñòâèÿ íà àìïëèòóäó ñïåêòðà.Ïóñòü Z(t) � êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè, � èëè àíàëèòè÷å-ñêèé ñèãíàë Z(t) = S(t) + iQ(t) èëè Z(t) = a(t) exp(i'(t));ãäå S(t) = <Z(t) = a(t) 
os'(t);Q(t) = =Z(t) = a(t) sin'(t):Àìïëèòóäà è �àçà çàïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäåa(t) = (S2(t) +Q2(t))1=2 è '(t) = ar
tan(q(t)=S(t)):Àìïëèòóäíàÿ è �àçîâàÿ �óíêöèè àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà íàõîäÿò ïðèìåíåíèåèñïîëüçóþòñÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè ñåéñìè÷åñêèõ ñèãíàëîâ.



�ëàâà 10Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿÄè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðå-äû ñ âûñîêèì ïðîñòðàíñòâåííûì ðàçðåøåíèåì. Â äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èèäëÿ âîññòàíîâëåíèÿ öåëåâîé �óíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ðàññåÿííîå ïîëå (äè�ðàãèðî-âàííîå ïîëå).10.1 Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå ñêàëÿð-íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿÄëÿ äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ ïîëîæåíèé äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè ðàññìîò-ðèì ñëó÷àé àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ñâîáîäíîé îò èñòî÷íè-êîâ. �u(~x; t)� 1v2(~x) �2�t2u(~x; t) = 0; x 2 R3;ãäå u(~x; t) � ïîëå äàâëåíèÿ, v(~x) � íåèçâåñòíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè-÷åñêîé âîëíû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â îïîðíîé ñðåäå ñîäåðæàùåé èñêîìóþíåîäíîðîäíîñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-ÿííîé v(~x) = 
onst (ñì. ðèñ. 10.1).Âû÷èñëèì ñïåêòð âîëíû äàâëåíèÿu(~x; !) = Z 1�1 u(~x; t) exp(i!t)dt:�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà âîçìóùåíèÿ ê ñêàëÿðíîìó âîëíîâîìó óðàâíå-íèþ. Çàïèøåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿu(~x; t) = 12� 1Z�1 u(~x; !) exp(�i!t)d!:Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ u(~x; t) â ñêàëÿðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå �åëüìãîëüöà �u(~x; !) + !2v2(~x)u(~x; !) = 0:157
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�èñ. 10.1: Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè.Äîáàâëÿÿ ÷ëåí (!2=v2(~x))u(~x; !) ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèõîäèì êâûðàæåíèþ �u(~x; !) + !2v20 u(~x; !) = �(~x; !)u(~x; !);ãäå �(~x; !) = !2v20 �1� v20v2(~x)� = !2v20 �0(~x):Âûðàæåíèå �(~x; !)u(~x; !) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé èñòî÷íèê. Áóäåìèñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ, õàðàêòåðíîãî äëÿ ìåòîäà âîçìóùåíèé,u(~x; !) = u0(1 + "u1 + "2u2 + : : :);ãäå " � ìàëûé ïàðàìåòð (" � 1). Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå u(~x; !) â óðàâíåíèå�åëüìãîëüöà, ïîëó÷àåì ��+ !2v20 � u0(1 + "u1 + "2u2 + : : :) == "~�u0(1 + "u1 + "2u2 + : : :);ãäå ~� = �=" � O(1).Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè ""0 : ��+ !2v20 � u0(~x; !) = 0;"1 : ��+ !2v20 � u0(~x; !)u1(~x; !) = ~�u0(~x; !);è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå�(u0u1) = u1�u0 + u0�u1 + 2(~ru0; ~ru1);u1 (� + !2v2 )u0| {z }=0 +u0�u1 + 2(~ru0; ~ru1) = ~�u0;



10.1. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ159ïîëó÷àåì "1 : �u1 + 2(~ru0; ~ru1)u0 = ~�:Àíàëîãè÷íî ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ ðåêóðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãîíîìåðà ïðèáëèæåíèÿ �u0 + !2v20 u0 = 0;�u1 + 2(~ru0; ~ru1)u0 = ~�;�u2 + 2(~ru0; ~ru2)u0 = ~�u1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�un + 2(~ru0; ~run)u0 = ~�un�1:�àññìîòðèì ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû u0 (ñì. ðèñ. 10.2) íà îáúåêò, ðàñïîëîæåííûéâ îäíîðîäíîì áåçãðàíè÷íîì ïðîñòðàíñòâå:u0 = a0 exp[i(~k0; ~x)℄; ~k0 = ~n!=v0; ~n = ~ru=j~ruj:Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðèáëèæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà:
�èñ. 10.2: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó âåêòîðàìè ~k0, ~x è ~n.�u1 + 2i(~k0; ~r)u1 = ~�:Óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà:(� + 2i(~k0; ~r))G(~x; ~x 0) = Æ(~x� ~x 0):Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå ïîëó÷åííûå îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ �óíê-öèè �ðèíà è Æ-�óíêöèèG(~x; ~x 0) = 1(2�)3 Z 1Z�1Z G(~k; ~x 0) exp[�i(~k; ~x)℄d~k;Æ(~x� ~x 0) = 1(2�)3 Z 1Z�1Z exp[�i(~k; ~x� ~x 0)℄d~k;



160 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿâ óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè �ðèíà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì äëÿ ñïåêòðà(�k2 + 2(~k0; ~k))G(~k; ~x 0) = exp[i(~k; ~x 0)℄è G(~k; ~x 0) = exp[i(~k; ~x 0)℄�k2 + 2(~k0; ~k) :Âûïîëíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè�ðèíà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèèG(~x; ~x 0) = 1(2�)3 Z 1Z�1Z expfi[(~k; ~x 0)� (~k; ~x)℄g�k2 + 2(~k0; ~k) d~k:Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ~k0 = ~k � ~k0, ~k = ~k0 + ~k0 ïðèäåì ê âûðàæåíèþG(~x; ~x 0) = 1(2�)3 Z 1Z�1Z exp[i(~k0; ~x 0 � ~x)℄ exp[i(~k0; ~x 0 � ~x)℄�k02 � 2(~k0; ~k0)� k20 + 2k20 + 2(~k0; ~k0)dk0 == exp[i(~k0; ~x 0 � ~x)℄(2�)3 Z 1Z�1Z exp[i(~k0; ~x 0 � ~x)℄k20 � k02 dk0:Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿõîðîøî èçâåñòíîé �óíêöèè �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà:1(2�)3 Z 1Z�1Z exp[�i(~k0; ~x 0 � ~x)℄k20 � k02 dk0 = � 1(4�) exp[ij~k0jj~x� ~x 0j℄j~x� ~x 0j :Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷àåìG(~x; ~x 0) = exp[�i(~k0; ~x� ~x 0)℄��14� exp[ij~k0jj~x� ~x 0j℄j~x� ~x 0j � == �14� 1j~x� ~x 0j exp[ij~k0jj~x� ~x 0j(1� 
os �)℄;ãäå � � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~k0 è ~x � ~x 0. Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ïåðâîå ïðè-áëèæåíèå äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿu1(~x; !) = Z 1Z�1Z G(~x; ~x 0) ~�(~x 0)d~x 0 == � 14� Z 1Z�1Z ~�(~x 0; !) exp[ij~k0jj~x� ~x 0j(1� 
os �)℄j~x� ~x 0j d~x 0:



10.2. Ìîäåëü ñåéñìè÷åñêîé òðàññû â ïðèáëèæåíèè Áîðíà 161Ïðåäñòàâèì âîëíîâîå ïîëå â ïðèáëèæåíèè ÁîðíàuB(~x; !) = u0(~x; !)(1 + "u1(~x; !)) == a0 exp[i(~k0; ~x)℄ + a0Q(~x; !;~k0);ãäå Q(~x; !;~k0) = �exp[i(~k0; ~x)℄4� Z 1Z�1Z �(~x; !)j~x� ~x 0j �� exp[ij~k0jj~x� ~x 0j(1� 
os �)℄d~x 0:Ïðèáëèæåíèå áîðíà ïðèìåíèìî â ñëó÷àå ñëàáûõ ðàññåèâàòåëåé (ñëàáîêîíòðàñò-íûõ âîçìóùåíèé ñðåäû), ò.å. ïàðàìåòð �(x; !) äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë.10.2 Ìîäåëü ñåéñìè÷åñêîé òðàññû â ïðèáëèæåíèèÁîðíà�àçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè ìîæåò áûòü ïîðÿäêà äëè-íû âîëíû èëè ìåíüøå. Ïðèáëèæåíèå Áîðíà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âîññòàíîâ-ëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ñêîðîñòíîé �óíêöèè èëè âåëè÷èíû �0(x) = 1� v20=v2(x)äëÿ ñëàáî ðàññåèâàþùèõ îáúåêòîâ.Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìÆvv d� � 1;ãäå Æv=v � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòíàÿ êîíòðàñòíîñòü, d � ðàçìåð îáëàñòè ðàññåÿ-íèÿ, � � äëèíà âîëíû çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà.Èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå Áîðíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñåéñìîãðàììà~u(t; ~xr; ~n) = umB(t; ~xr; ~n; �0(~x)) + �(t; ~xr; ~n):�äå umB � ðàññåÿííîå ïîëå â ïðèáëèæåíèè ÁîðíàumB(t; ~xr; ~n; �0(~x)) = h(t) � F�1! [uB(~x; !; �0(~x))℄;ãäå h(t) � àïïàðàòíàÿ �óíêöèÿ èçìåðèòåëüíîãî êàíàëà, F�1! � îïåðàòîð îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,uB(~x; !) = a0 exp[i(~k0; ~x)℄ + a0Q(~xr; !;~k0):Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðèìåíåíèþ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà, ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 10.3. Ôóíêöèþ Q(~xr; !;~k0) â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíà
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�èñ. 10.3: Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðèìåíåíèþ ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà.â âèäåQ(~xr; !;~k0) = � 14� Z 1Z�1Z �0(~x)!2v20j~x� ~x 0j exp[ij~k0jj~xr � ~x 0j℄�� exp[i(~k0; ~x)℄ exp[�i(~k0; ~xr � ~x 0)℄d~x 0 == �14�v20 Z 1Z�1Z �0(~x 0)!2j~xr � ~x 0j expfi[j~k0jj~xr � ~x 0j+ (~k0; ~x 0)℄gd~x 0 == 14�v20 Z 1Z�1Z (i!)2j~xr � ~x 0j�0(~x) expni!h j~xr � ~x 0jv0 + (~n; ~x 0)v0 iod~x 0:Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ �0(~x) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì �óíê-öèÿì �0(~x) = �1� v20v2(~x)� = MXj=1 �j'j(~x);ãäå 'j(~x) = � 1 äëÿ ~x 2 �
j;0 äëÿ ~x 62 �
j:Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå äëÿ �0(~x) â ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåìQ(~xr; !;~k0) = (i!)2 MXj=1 �jAj exp[i!�j℄;ãäå �j = � j~xr~xjjv0 + (~n; ~xj)v0 � ; Aj = �
j4�v20j~xr � ~xjj :Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ Q(~xr; !; k0) ìîæíî ïåðåïèñàòü umB â âèäåumB = a0h(t) � F�1! hexp[i(~k0; ~xr)℄i+ a0h(t) � F�1! "(i!)2 MXj=1 exp[i!�j℄Aj�j# =



10.3. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé 163= a0h(t) � Æ�t� (~n; ~xr)v0 �+ a0h(t) � MXj=1 Æ(2)(t� �j)�jAj == a0h�t� (~n; ~xr)v0 �+ a0 MXj=1 �jAjh00(t� �j):Ìîäåëü äëÿ ~u(t; ~xr; ~n) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ ïîëó÷åííîãî äëÿumB(t; ~xr; ~n; �0(~x)): u(t; ~xr; ~n) = MXj=1 �jCj(t; ~xr; ~n) + "(t; ~xr; ~n);ãäå u(t; ~xr; ~n) = ~u(t; ~xr; ~n)� a0h(t� (~n; ~xr)=v0); Cj(t; ~xr; ~n) = Ajh(t� �j):Òàê êàê ñåéñìîãðàììà ðåãèñòðèðóåòñÿ â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ xri (i = 1; 2; : : : ; n),çàïèøåì ìîäåëü â ìàòðè÷íîé �îðìå~u = C~� + ~";ãäå ~u = ku(t; xri; ~n)kni=1 � âåêòîð èçìåðåíèé, ïðè ýòîì C = kCj(t; xri; ~n)kn Mi=1;j=1.Äëÿ îöåíèâàíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ~� ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñòà-òèñòè÷åñêèå êðèòåðèè, îñíîâàííûå, íàïðèìåð, ìåòîäå ñòàòèñòè÷åñêîé ðåãóëÿðè-çàöèè èëè ñèíãóëÿðíîì àíàëèçå.10.3 Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåê-òîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé10.3.1 Ìîäåëü èçìåðåíèéÍåèçâåñòíîå ïîëå ïàðàìåòðîâ (ïàðàìåòðû Ëàìå �(~x), �(~x) è ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü�(~x), èëè ñêîðîñòè p- è s-âîëí) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè �(~x) �óíêöèîíàëüíîãî ïðî-ñòðàíñòâà �(R3) �(~x) 2 �(~x 2 R3) ) (�(~x); �(~x); �(~x)):Ïðîñòðàíñòâî èçìåðåíèé � n-ìåðíîå Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (Rn) îïðåäåëÿåòñÿîòîáðàæåíèåì �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðîñòðàíñòâî èçìåðåíèé�(~x 2 R3) P) Rn�äå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå fu(xi; ti); i = 1�ng 2 Rn; x 2 R3 (3-êîìïîíåíòíûåñåéñìîãðàììû, ñîäåðæàùèå øóìîâóþ êîìïîíåíòó) ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè �óíê-öèîíàëàìè èñêîìîãî ïîëÿ ïàðàìåòðîâ �(~x)ui = Pi(�) + "i; "i 2 N(0; K");



164 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿãäå Pi(�) îïåðàòîð ïåðåõîäà èç �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà �(~x 2 R3) ê ïðî-ñòðàíñòâó èçìåðåíèé Rn, "i � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûé øóì ñ êîâàðèàöèîííîéìàòðèöåé K" ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0. Òîìîãðà�è÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñî-ñòîèò â ðåãèñòðàöèè çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà âîçáóæäåííîãî èñòî÷íèêîì f , è ïðî-øåäøåãî ÷åðåç èññëåäóåìóþ ñðåäó. Ïóñòü ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïèñûâàåòñÿëèíåéíûì îïåðàòîðîì L�L�' = f;L� : L�(�'+ � ) = �L�'+ �L� :Ïðåîáðàçîâàíèå çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà ïðèåìíûì êàíàëîì îïèñûâàåòñÿ èíòå-ãðàëüíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ñâåðòêèH : Hi'$ZT Z
 ZV d~xd�d
hi(~n; ~n 0; t� �)'(~x; ~n; �)Æ(~x� ~xi);ãäå 
 � òåëåñíûé óãîë, ~n 0 � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ãëàâíîãî ëåïåñòêà äèàãðàììûíàïðàâëåííîñòè ïðèåìíèêà � ñì. ðèñ. 10.4)).

�èñ. 10.4: Ïàäàþùåå ïîëå è äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïðèåìíèêà.Â îáîáùåííîì âèäå ìîäåëü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæåò áûòü çàïèñàíàñëåäóþùèì îáðàçîì ui = HiL�1� ~f + "i:Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ïåðåõîäà:Pi(�) = HiL�1� ~f:Â äåéñòâèòåëüíîñòè íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàõîæäåíèèïàðàìåòðîâ ñðåäû ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòî-ãî ïðèáëèæåííûé ìåòîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé �0 ìîæíîïîñòðîèòü ðåøåíèå '0 = L�10 f:Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî èñêîìîå çíà÷åíèå � íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò�0, i.e. � = �0 + Æ�;



10.3. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé 165ãäå Æ�� �0.Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ' îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì' = '0 + L�10 ÆL�';ãäå ÆL� = L0 � L� � âîçìóùàþùèé îïåðàòîð. Ìîæíî ïåðåïèñàòü ìîäåëü â âèäåui = Hi['0 + L�10 ÆL� '℄ + "i:Ìîäåëü íåëèíåéíà îòíîñèòåëüíî Æ�. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèåkHiL�10 ÆL�('� '0)k2E("2i ) � 1(ìîäåëüíàÿ îøèáêà ìíîãî ìåíüøå îøèáêè èçìåðåíèÿ), òî âåëè÷èíó ' ìîæíîçàìåíèòü íà '0 ui = Hi['0 + L�10 ÆL�'0℄ + ~"i;ãäå ~"i âêëþ÷àåò êàêà ñëó÷àéíóþ îøèáêó "i, òàê è îøèáêó â çàäàíèè ìîäåëè.Ïåðåïèøåì ìîäåëü ââåäÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå~ui = hhijL�10 ÆL�'0iV;T;
 + ~"iãäå h�j�iT;V;
 = Z
 ZV �(~x; t;
) � �(~x; t;
)d~xd
� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, � � îáîçíà÷åíèå ñâåðòêè ïî âðåìåíè,~ui = ui � hhij'0iT;V;
� ðàçíîñòü ìåæäó çàðåãèñòðèðîâàííûìè äàííûìè ui è ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòåðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ñ ïàðàìåòðàìè �0(~x).10.3.2 Òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàëÂûäåëèì â âîçìóùàþùåì îïåðàòîðå ÆL ìîíîòîííóþ �óíêöèþ �(Æ�) îòíîñèòåëü-íî êîòîðîé âîçìóùàþùèé îïåðàòîð ëèíååí~ui = hL�1�0 hi j ÆL�'0iV T
 + ~"i == hhG�hi jL0�'0iT
 j �(Æ�)iV + ~"i;ãäå G = L�10 � îïåðàòîð �ðèíà , G� � ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð �ðèíà, L0� � ïðîèç-âîäíàÿ Ôðåøå: L0� : ÆuÆ� = hG�h jL0�'0iT
:Èíòåãðàëüíîå ÿäðî �óíêöèîíàëà èçìåðåíèé îòíîñèòåëüíî �(Æ�) íîñèò íàçâàíèåòîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöèîíàëàpi = h'outjSj'iniT
;ãäå



166 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ'in = '0 = Gf � ïàäàþùåå ïîëå â èçâåñòíîé îïîðíîé ñðåäå �0,'out = G�hi � îáðàùåííîå ïîëå (êîãäà òî÷êîé èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïðèåìà),S = L0� � îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé'in è 'out.Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì òîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöèîíàëà, çàïèøåììîäåëü â âèäå ~u = P� + ~";ãäå ~u = k~u1; ~u2; : : : ; ~unkT � âåêòîð íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, ~" = k~"1; ~"2; : : : ; ~"nkT �ñëó÷àéíûé âåêòîð îøèáîê, � = 





 j�1i: : :j�Mi 





� âåêòîð �óíêöèîíàëîâ îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ,P = 





 hp11j : : : hp1�j : : : hp1M j: : : : : : : : : : : :hpn1j : : : hpn�j : : : hpnM j 





� ìàòðèöà òîìîãðà�è÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ.Òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë pi îïðåäåëÿåò âëèÿíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïðî-ñòðàíñòâåííîé îáëàñòè íà �îðìèðîâàíèå âåëè÷èí ui íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðè-ìåíòå ui = hpij�(Æ�)iV :Â òðàäèöèîííîé ëó÷åâîé òîìîãðà�èè òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàëpi = Æ(Li(~x))ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì è ëîêàëèçóåòñÿ âäîëü ëó÷à, ñîåäèíÿþùåãî èñòî÷íèê èïðèåìíèê (ñì. ðèñ. 10.5).
�èñ. 10.5: Â ëó÷åâîé òîìîãðà�èè òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë ëîêàëèçóåòñÿ âäîëüëó÷à, ñîåäèíÿþùåãî èñòî÷íèê è ïðèåìíèê.Â äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè êàæäûé ýëåìåíò îáúåìà îáëàäàåò ñâîèì ñîá-ñòâåííûì âåñîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé 'in è'out. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå òîìîãðà�è÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ñâÿçàíî ñ ïåðåêðû-òèåì íîñèòåëåé òîìîãðà�è÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ.



10.3. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé 16710.3.3 Òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë äëÿ ñêàëÿðíîãî âîë-íîâîãî óðàâíåíèÿÎïåðàòîð, îòâå÷àþùèé çà ðàñïðîñòðàíåíèå â îïîðíîé ñðåäå:L0 = ��+ 1v20(x) �2�t2 :Îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé çà ðàñïðîñòðàíåíèå â èñêîìîé (íåèçâåñòíîé) ñðåäå:L� = ��+ 1v2(x) �2�t2 ;ãäå �0 = v0, � = v(x), x 2 R3, � = 1v20 �1� v20v2(x)�� íåèçâåñòíàÿ (èñêîìàÿ) �óíêöèÿ, S = � �2�t2� îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ, p = h'outj �2�t2 j'iniT� òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë.Íîñèòåëü òîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöèîíàëà â îäíîðîäíîé îïîðíîé ñðåäå ëîêà-ëèçóåòñÿ â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëîå, êîãäà ïàäàþùåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé,è â ýëëèïòè÷åñêîì ñëîå, êîãäà ïàäàþùåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíîé (ïðèóñëîâèè òî÷å÷íîñòè ïðèåìíèêà) (ñì. ðèñ. 10.6).10.3.4 Òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë äëÿ óðàâíåíèÿ ËàìåÎïåðàòîð, îòâå÷àþùèé çà ðàñïðîñòðàíåíèå â îïîðíîé ñðåäå:L0~' = �0 �2�t2 ~'� [(�0 + �0)~r~r � ~'+ ��~'+ ~r�0~r � ~'++ ~r�0 � ~r� ~'+ 2(~r�0 � ~r)~'℄:Îïåðàòîð, îòâå÷àþùèé çà ðàñïðîñòðàíåíèå â èñêîìîé ñðåäå:L~' = � �2�t2 ~'� [(�+ �)~r~r � ~'+ ��~'+ ~r�~r � ~'++ ~r�� ~r� ~'+ 2(~r� � ~r)~'℄:
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�èñ. 10.6: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó 'in è 'out. a � ïëîñêàÿïàäàþùàÿ âîëíà; b � ñ�åðè÷åñêàÿ ïàäàþùàÿ âîëíà.Âåëè÷èíû �0 è � �0 = 





 j�0(x)ij�0(x)ij�0(x)i 





 � = 





 j�(x)ij�(x)ij�(x)i 





âåêòîðû ïàðàìåòðîâ â îïîðíîé ñðåäå è èñêîìîé ñðåäå ñîîòâåòñòâåííî, ãäå �(x)è �(x) � ïàðàìåòðû Ëàìå, �(x) � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü. Âåêòîð òîìîãðà�è÷åñêèõ�óíêöèîíàëîâ è îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áëîêîâîé ñòðóêòóðîé ñîîòâåòñòâåííîçàïèñûâàþòñÿ â âèäåp = khp�j hp�j hp�j k è S = kS�jS�jS�k:Âîçìóùàþùèé îïåðàòîð ðàâåíÆL� = L0 � L = ÆL� + ÆL� + ÆL�:Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû êàê âîçìóùåíèÿ îïîðíîé ñðåäû�(x) = �0(x) + Æ�(x); �(x) = �0(x) + Æ�(x); �(x) = �0(x) + Æ�(x):ßâíàÿ çàïèñü âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà ÆL�:ÆL� : ÆL�~' = Æ�~r~r � ~' + ~rÆ�~r � ~' = ~r(Æ�~r � ~');ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî ~r(� ) =  ~r� + �~r èñïîëüçóåòñÿ. ßâíàÿ çà-ïèñü âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà äëÿ ÆL�:ÆL� : ÆL�~' = Æ�~r~r � ~'+ Æ��~'+ ~rÆ�� ~r� ~'++2(~rÆ� � ~r)~' = 2~r � (Æ�~r~') + ~r� (Æ�~r� ~'):Ïîñëåäíåå îòíîøåíèå ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâà2~r � (Æ�~r~') = 2(~rÆ� � ~r)~'+ 2Æ��~';



10.3. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé 169êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîæäåñòâà~r � ('~F ) = ~r' � ~F + '~r � ~Fè ðàâåíñòâà ~r� (Æ� ~r� ~'| {z }) = ~rÆ�� ~r� ~'+ Æ�~r� ~r� ~' == ~rÆ�� ~r� ~'+ Æ�~r~r � ~'� Æ��~'êîòîðîå ñëåäóåò èç òîæäåñòâ~r� (�~F ) = ~r�� ~F + �~r� ~F ;~r� ~r� ~F = ~r~r � ~F ��~F :ßâíàÿ çàïèñü âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà ÆL�:ÆL� : ÆL�~' = �Æ��2~'=�t2:Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ òîìîãðà�è÷åñêèõ �óíêöèîíàëîâ, ìîæíî çàïèñàòüìîäåëü èçìåðåíèé â âèäå~ui = ui � ui0 = hpi�jÆ�iV + hpi�jÆ�iV + hpi�jÆ�iV + "i = hpi�jÆ�iV + "i;ãäå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèåhpi�jÆ�iV = ZV ~'out � ÆL� ~'ind~x = hh~'outjS�j~'iniT jÆ�iV :Çíàê � ïðèíÿò äëÿ ñîâìåñòíîãî îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèè ñâåðòêè � è ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ (�; �) ~� � ~� � (~�(t) � ~�(t)):Èñïîëüçóÿ çàïèñü âîçìóùàþùåãî îïåðàòîðà, ïîëó÷åííóþ ðàíåå, çàïèøåì îïåðà-òîð âçàèìîäåéñòâèÿ â ÿâíîì âèäåS� : ZV ~'out � ÆL�~'ind~x = ZV ~'out � ~r(Æ�~r � ~'in)d~x == ZV ~r � (~'out � Æ�~r � ~'in)d~x� ZV ~r � ~'out � Æ�~r � ~'ind~x;èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî ~r(�~�) = ~� � ~r�+ �~r � ~�:Îáðàùàÿñü ê òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà ïîëó÷àåìZV ~r � (~'out � Æ�~r � ~'in)d~x = Z�V (d~S � ~'out � Æ�~r � ~'in) = 0:Âûáèðàåì îáúåì èíòåãðèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàêèì ÷òî Æ�j�V � 0 è ïî-âåðõíîñòíûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ÿâíóþ çàïèñüòîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöèîíàëà p�



170 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿS� : p� = h~'outjS�j~'iniT = �~r � ~'out � ~r � ~'in .Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ S� ìîæíî çàïèñàòü â îáùåì âèäåS� : 2 ZV ~'out � ~r � (Æ�~r~'in)d~x+ ZV ~'out � ~r� (Æ�~r~'in)d~x;èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà ~r~'� ~r~ = 3Xi=1 3Xj=1 ri'j � ri j~'�� ~r~ = 3Xi=1 'i � ri j; ~r � (~� �T) = ~r~� �T+ ~� � ~r �T;ïîëó÷àåì äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà2 ZV ~'out � ~r � (Æ�~r~'in)d~x == 2 ZV ~r � (~'out �� Æ�~r~'in)d~x� 2 ZV ~r~'out � Æ�~r~'ind~x == �2 ZV ~r~'out � ~r~'inÆ�d~x:Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ âíóëü âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà Æ�j�V = 0ZV ~r � (~'out �� Æ�~r~'in)d~x = Z�V d~S � (~'out �� Æ�~r~'in) = 0:Âòîðîé èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäåZV ~'out � ~r� (Æ�~r� ~'in)d~x == � ZV ~r � (~'out 
 (Æ�~r� ~'in))d~x++ ZV (Æ�~r� ~'in)� (~r� ~'out)d~x == ZV Æ�(~r� ~'out)� (~r� ~'in)d~x;ãäå èñïîëüçóåòñÿ òîæäåñòâî~r � (~� � ~�) = ~� � ~r� ~� � ~� � ~r� ~�; ~� = ~'out; ~� = (Æ�~r� ~'in)



10.3. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ â ñëó÷àå âåêòîðíîãî ïîëÿ ñìåùåíèé 171è îáîçíà÷åíèå 
 : ~� 
 ~� = Z ~�(�)� ~�(t� �)d�:Ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-�àóññà ïåðâûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëüZV ~r � (~'out 
 (Æ�~r� ~'in))d~x == Z�V d~S � (~'out 
 (Æ�~r� ~'in)) = 0âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Æ�j�V = 0. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿäëÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ S�, çàïèøåì âîçìóùàþùèé îïåðàòîð ÆL� â âèäåÆL� : ZV ~'out � ÆL�~'ind~x == ZV [(~r� ~'out)� (~r� ~'in)� 2~r~'out � ~r~'in℄Æ�d~x == ZV p�(~x)Æ�(~x)d~x = hh~'outjS�j~'iniT jÆ�iV :Çàïèøåì â îêîí÷àòåëüíîì âèäå òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë p� è îïåðàòîðâçàèìîäåéñòâèÿ S�S� : p� = h~'outjS�j~'iniT == (~r� ~'out)�(~r� ~'in)�2~r~'out� ~r~'in .Äåéñòâèå îïåðàòîðà S� îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìS� : ZV ~'out � ÆL�~'ind~x = � ZV ~'out � Æ� �2�t2 ~'ind~x:Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì~'out � �2�t2 ~'in = 1Z�1 ~'out(ti � t) � �2�t2 ~'in(t)dt == ~'out � ��t ~'in���1�1 � 1Z�1 ��t ~'out(ti � t) � ��t ~'in(t)dt:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ'out���1 = 0; ��t'in����1 = 0;îêîí÷àòåëüíî òîìîãðà�è÷åñêèé �óíêöèîíàë p� è îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ S�ìîæíî çàïèñàòü â âèäå



172 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿS� : p� = h~'outjS�j~'iniT = ��t ~'out � ��t ~'in .×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü êîí�èãóðàöèþ íîñèòåëÿ òîìîãðà�è÷åñêîãî �óíê-öèîíàëà, ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ïàäàþùóþ âîëíó. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîíóñû,ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëþ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ~'out, ãåíåðèðóþòñÿ ïðèåìíèêîì âìîìåíò ti è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â îáðàòíîì âðåìåíè. Âíåøíÿÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõ-íîñòü ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ âîëíû ñæàòèÿ (p-âîëíà) âíó-òðåííåé âîëíû ñî ñêîðîñòüþ âîëíû ñäâèãà(s-âîëíà). Âîëíîâîå ïîëå ~'in ðàñïðî-ñòðàíÿåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè ïî îñè x. Íîñèòåëü òîìîãðà�è÷å-ñêîãî �óíêöèîíàëà îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ, îáðàçî-âàííûì ïåðåñå÷åíèåì âíåøíåãî êîíóñà ~'out è ïîëÿ ~'in è ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ,îáðàçîâàííûì ïåðåñå÷åíèåì âíóòðåííåãî êîíóñà ~'out è ïîëÿ ~'in (ñì. ðèñ. 10.7).Åñëè ïàäàþùåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ s-âîëíîé, òî íîñèòåëü òîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöè-

�èñ. 10.7: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ~'in è ~'out. ~'in � p-âîëíà.îíàëà îãðàíè÷åí äâóìÿ ïàðàáîëîèäàìè âðàùåíèÿ (ñì. ðèñ. 10.8).



10.4. Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè 173

�èñ. 10.8: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ~'in è ~'out. ~'in � s-âîëíà.10.4 Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè×òîáû ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè, çàïèøåì ìîäåëü èçìåðåíèé èñïîëü-çóÿ ïîíÿòèå òîìîãðà�è÷åñêîãî �óíêöèîíàëàu = P� + "; ui = MX�=1hp�ij��(Æ�)iV + "i:Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë l(�) êàê ëèíåéíóþ êîìáèíà-öèþ èçìåðåííûõ âåëè÷èí l(�) = nXi=1 �iui = (~� � ~u);ãäå l(�) � hlj�iV � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà â ýëåìåí-òàðíîì îáúåìå (ñ�åðà èëè ïàðàëëåëåïèïåä � ñì. ðèñ. 10.9):lX(�) = �43�r3��1H(r � jx�Xj);lX(�) = 1ab
H(a=2� jx1 �X1j)H(b=2� jx2 �X2j)H(
=2� jx3 �X3j);



174 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿãäå H(x) = � 1 äëÿ x > 0;0 äëÿ x < 0:�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè H(x) � ñì. ðèñ. 10.10. Íåçàâèñèìî îò êîí-
�èñ. 10.9: Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ.

�èñ. 10.10: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè H(x).êðåòíîãî âûáîðà ïðîöåäóðû, îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê�X� = l(��)� MX�0=1(~� � h~p�0 j��0iV )� (~� � ~") == hl � (~� � ~p�)j��iV �X�0 6=�h(~� � ~p�0)j��0iV � (~� � ~"):Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âîçüìåì �óíêöèþl̂(�) = (~� � ~u);êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò êâàäðàò îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿE(�X� )2 = (~��Q~�)�K(~��Q~�);ãäå Q = kP jIk è I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð ñ ðàçìåðíîñòüþ ðàâíîé ÷èñëó èçìåðåíèé�TQ� = k�1 : : : �nk�� 









 hp11(x)j : : : hp1�(x)j : : : hp1M(x)j 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :hpi1(x)j : : : hpi�(x)j : : : hpiM(x)j 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :hpn1(x)j : : : hpn�(x)j : : : hpnM(x)j 0 : : : 1










 ;�� = k h0 : : : hl(x) : : : h0 j 0 : : : 0 k1 � M M + 1 M + n :



10.4. Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêöèè 175Ìàòðèöà K � êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîðK = 







 K�1�1 : : : K�1�M K�1": : : : : : : : : : : :K�M�1 : : : K�M�M K�M"K"�1 : : : K"�M K"" 







 ;K : h'jK����0 j i = Eh'j��ih��0 j i;K"" = E(~" � ~"T ); K"�� : E("h��j i) = K"��j i:Îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ~� ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå~̂� = (QKQ�)�1QK~�:Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîëÿìè �� è��0 îòñóòñòâóþò, òàêæå êàê è ìåæäó �� è ", îïòèìàëüíàÿ îöåíêà ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå~̂�� = (P�K����P �� +X�0 6=�P�0K��0��0P ��0 +K"")�1hp�K����jli;ãäå P�K����P �� = 





 hp�1j: : :hp�nj 





K����kjp�1i : : : jp�nik == 





 hp�1(x)jK����(x; x0)jp�1(x0)i : : : hp�1(x)jK����(x; x0)jp�n(x0)i: : : : : : : : :hp�n(x)jK����(x; x0)jp�1(x0)i : : : hp�n(x)jK����(x; x0)jp�n(x0)i 





� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ïîëåçíîãî (îòíîñèòåëüíîãî âîññòàíàâëèâàåìîãî �-îïîëÿ ïàðàìåòðîâ) ñèãíàëà, (X�0 6=�P�0K��0��0P�0 +K"")� êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ý��åêòèâíîãî øóìà.Çàïèøåì äèñïåðñèþ îøèáêè îöåíêèE(��)2 = hljK���� �K����P ��(P�K����P �� ++ X�0 6=�P�0K��0��0P ��0 +K"")�1P�K����jlièëè, ââîäÿ îïåðàòîð Ôèøåðà, E(��)2 = hljF�1� jli;



176 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿãäå F� = [K���� �K����P ��(P�K����P �� ++ X�0 6=�P�0K��0��0P ��0 +K"")�1P�K���� ℄�1:Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êà÷åñòâî îöåíêè �-î ïîëÿ òåì ëó÷øå, ÷åìâûøå ÷óâñòâèòåëüíîñòü îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ ê âàðèàöèÿì �-î ïîëÿ è ÷åììåíüøå âëèÿíèå âàðèàöèé îñòàëüíûõ ïîëåé íà ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.10.5 Àíàëèç îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ è ñðàâíåíèåàëãîðèòìà ðåêîíñòðóêòèâíîé òîìîãðà�èè ñìåòîäîì Áåéêóñà-�èëüáåðòàÈñêàæåíèå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí ñëó÷àéíûì øóìîì �àêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê òî-ìó, ÷òî ïðîöåäóðà îöåíèâàíèÿ ïîëåé ��(Æ�) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðîé ñòàòèñòè÷åñêîãîîöåíèâàíèÿ.Çàïèøåì îøèáêó îöåíèâàíèÿ îäíîãî ïîëÿ �(Æ�)�l = hl � (~� � ~p)j�i| {z }b � (~� � ~")| {z }n :Îøèáêà �l ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñìåùåíèÿ (b) è øóìà (n).�àññìîòðèì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè â ñìûñëå êðèòåðèÿ Áåéêóñà-�èëüáåðòà(BG), â êîòîðîì äåêëàðèðóåòñÿ îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îòíîñèòåëüíîïîëÿ ïàðàìåòðîâ �(Æ�).Ïåðâàÿ ÷àñòü êðèòåðèÿ WBG � �äåëüòîîáðàçíîñòü� L ò.å. îöåíèâàåòñÿ ñèíãó-ëÿðíûé �óíêöèîíàë lxBG = Æ(x�X)è, åñëè îáîçíà÷èòü l̂ � (~�x � ~p) = (~�(X) � ~p(x));òî L = hlBG � l̂jKXBGjlBG � l̂i;ãäå èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð KXBG èìååò ñèíãóëÿðíîå ÿäðî âèäàkXBG(x0; x00) = 
(x0 �X)(x00 �X)Æ(x0 � x00):Êðèòåðèé L ìîæåò áûòü çàïèñàí âèäå, ñîäåðæàùåì òî÷êó îöåíèâàíèÿ X:L = (~�TS~�);ãäå Sij = 
 Z Z dx0dx00pi(x0)pj(x00)(x0 �X)(x00 �X)Æ(x0 � x00) == 
 Z pi(x)pj(x)(x�X)2dx:



10.5. �åêîíñòðóêòèâíàÿ òîìîãðà�èÿ è ìåòîä Áåéêóñà��èëüáåðòà 177Âåëè÷èíà L ñâÿçûâàåòñÿ ñ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ìåòîäà ïî êîîðäèíàòå x.Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ëèíåéíî êîìáèíàöèè (~� � ~p) ðàâíîìåðíîé íà èíòåðâàëå ��àñïðåäåëåíèå (ñì. ðèñ. 10.11):L = 
 Z (~� � ~p)2(x�X)2dx) 
 X+�=2ZX��=2 1�2 (x�X)2dx == 
3�2 (x�X)3���X+�=2X��=2 = � � 
12 ;
 = 12) L = �:Âåëè÷èíà L ÷èñëåííî ðàâíà âåëè÷èíå èíòåðâàëà �. Ïðè ýòîì � èíòåðïðåòèðó-
�èñ. 10.11: �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè îêíà.åòñÿ êàê äëèíà ðàçðåøåíèÿ ïî êîîðäèíàòå x.Âòîðàÿ ÷àñòü êðèòåðèÿ WBG ñâÿçàíà ñ îøèáêîé èçìåðåíèÿ "N = (~�TK""~�);ãäå K"" = E(""T ) êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà îøèáêè èçìåðåíèÿ.Îêîí÷àòåëüíî, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîãî îöåíèâàíèÿ �óíêöèîíàëàlX ïðåäëàãàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó âçâåøåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ïî � �îðìL è N WBG = (1� 
)L+ 
N (
 2 [0; 1℄)èëè WBG = (1� 
)hl � l̂jKXBGjl � l̂i+ 
(~�TK""~�)ïðè óñëîâèè hl̂j1i = 1) (~�T � ~p) = 1:Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåéËàãðàíæà F (~�) = (1� 
)~�TS~�+ 
~�TK""~�� 2�(~�T � ~p� 1);�F��i = 0; i = 1; 2; : : : ; n;2[(1� 
)S + 
K""℄~� = 2�~p:



178 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿÂâåäåì îáîçíà÷åíèå B = [(1� 
)S + 
K""℄; ~̂� = B�1~p �:Óìíîæèì îöåíêó �̂ íà âåêòîð ~pT~pT j ~̂� = B�1~p�) ~pT ~̂� = ~pTB�1~p �:Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ~pT ~� = 1;ïîëó÷àåì äëÿ � 1 = ~pTB�1~p�) � = [ ~pTB�1~p ℄�1:Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó ~̂� = B�1~p[ ~pTB�1~p ℄ :Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè WBG êðèòåðèÿ ðåêîíñòðóêòèâíîéòîìîãðà�èè WRT , êîòðûé çàïèøåì â âèäåWRT = hlXRT � l̂jKXRT jlXRT � l̂i+ (~�TK""~�):Àïðèîðíàÿ èí�îðìàöèÿ îòíîñèòåëüíî �(Æ�) äàåòñÿ îïåðàòîðîì KRT , êîòîðûéäåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàöèîííûì îïåðàòîðîì â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ KXRT = K��:Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå WBG ïåðâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷-íóþ �îðìó ñìåùåíèÿ (ïî àíàëîãèè ñ WRT ), îïåðàòîð KBG îòâå÷àåò çà �àïðèîð-íóþ èí�îðìàöèþ�. Íî îïåðàòîðKBG èìååò ñèíãóëÿðíîå ÿäðî, êîòîðîå çàâèñèò îòîöåíèâàåìîé òî÷êè X. Òàê êàê âûáîð îöåíèâàåìîé òî÷êè ïðîèçâîëåí, òî �àïðè-îðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ� â BG-ìåòîäå âîëåâûì îáðàçîì òðàíñ�îðìèðóþòñÿ âìåñòåñ èçìåíåíèåì òî÷êè X, ÷òî íåäîïóñòèìî ïðè îáðàáîòêå �èêñèðîâàííîãî îáúåìàýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Ëèíåéíîå óñëîâèå hl̂j1i, èñïîëüçóåìîå â WBG, ïðèâíåñåíî èñêóññòâåííî è îáó-ñëîâëåíî äâóìÿ �àêòîðàìè:1. Îöåíèâàåìûé �óíêöèîíàë ñîñðåäîòî÷åí â òî÷êå X.2. ßäðî KXBG îáðàùàåòñÿ â íóëü â ýòîé æå òî÷êå.Àëãîðèòì ðåêîíñòðóêòèâíîé òîìîãðà�èè WRT ñâîáîäåí îò îãðàíè÷åíèé õà-ðàêòåðíûõ äëÿ êðèòåðèÿ WBG. Êðèòåðèé WRT â ïîëíîé ìåðå ó÷èòûâàåò êàêàïðèîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá óïðóãèõ ïîëÿõ, òàê è ñòàòèñòè÷åñêóþ ñòðóêòóðóîøèáîê íàáëþäåíèé. Íà ðèñ. 10.12, a ïðåäñòàâëåíî ÿäðî êðèòåðèÿ KBG. ßäðîKRT â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîãî ïðîöåññà è ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëå-íî íà ðèñ. 10.12, b è 
 ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèçóåò çàäàíèåàïðèîðíîé èí�îðìàöèè â BG- è RT -ìåòîäàõ (ñì. ðèñ. 10.12).
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�èñ. 10.12: ßäðà KBG (a) è KRT â ñëó÷àÿõ íåêîððåëèðîâàííîãî ïðîöåññà (b) èìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (
).



180 �ëàâà 10. Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿ



�ëàâà 11Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèçâðåìåííûõ ðÿäîâ�àññìîòðèì âðåìåííîé ðÿäfxigNi=1 ) xi = f((i� 1)�t); i = 1; 2; : : : ; N:Ôóíêöèÿ f(t) ìîæåò áûòü ñëó÷àéíîé.I. Ïðåîáðàçîâàíèå îäíîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà â ìíîãîìåðíûé âðå-ìåííîé ðÿäÂûáåðåì ÷èñëî M < N , êîòîðîå íàçîâåì ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ãëàâíûõ êîì-ïîíåíò (Ì×�Ê). Ïðåäñòàâèì ïåðâûå M ýëåìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà xi êàê ïåð-âóþ ñòðîêó ìàòðèöû X. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ âòîðîé ñòðîêè âîçüìåì ýëåìåíòûâðåìåííîãî ðÿäà îò x2 ïî xM+1 âêëþ÷èòåëüíî. Ïîñëåäíþþ ñòðîêó ñ íîìåðîìk = N �M + 1 ñîñòàâÿò M ýëåìåíòîâ âðåìåííîãî ðÿäà xk; xk+1; : : : ; xN :X = (xij)k;Mi;j=1 = 26664 x1 x2 x3 : : : xMx2 x3 x4 : : : xM+1... ... ... . . . ...xk xk+1 xk+2 : : : xN
37775 : (11.1)Ïîäîáíóþ ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè xij = xi+j�1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê M -ðàçìåðíóþ âûáîðêó îáúåìà k.II. Àíàëèç ãëàâíûõ êîìïîíåíò: ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå âûáîðî÷íîéêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû1. Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé è ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé äëÿ ñòîëáöîâ ìàò-ðèöû X: �xj = 1k kXi=1 xi+j�1; sj =vuut1k kXi=1 (xi+j�1 � �xj)2; (11.2)181



182 �ëàâà 11. Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâãäå �xj ÿâëÿåòñÿ ñêîëüçÿùèì ñðåäíèì, à sj � ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì ñ îêíîìøèðèíîé k.2. Ââåäåì öåíòðèðîâàííóþ ìàòðèöó X�:x�ij = (xij � �xj)sj ; i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ;M: (11.3)3. Âû÷èñëèì âûáîðî÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöóR = 1kX�TX� (11.4)ñ ýëåìåíòàìè rij = 1k kXl=1 1sisj (xi+l�1 � �xi)(xj+l�1 � �xj):4. Âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû R (ò. å.âûïîëíèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå):R = P�P T ; (11.5)ãäå � = 26664 �1 0 : : : 00 �2 : : : 0... ... . . . ...0 0 : : : �M
37775� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë èP = (p1; p2; : : : ; pM) = 26664 p11 p21 : : : pM1p12 p22 : : : pM2... ... . . . ...p1M p2M : : : pMM

37775� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû R.Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:P T = P�1; P TP = PP T = IM ;� = P TRP; MXi=1 �i =M; MYi=1 �i = detR:Èíòåðïðåòàöèÿ ìàòðèö P è �. Ìàòðèöó P ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêìàòðèöó ïåðåõîäà îò ìàòðèöû X� ê ìàòðèöå, ñîñòàâëåííîé èç ãëàâíûõ êîìïîíåíòX�P = Y = (y1; y2; : : : ; yM):Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíûé âðåìåííîé ðÿä xi, òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-ðèöû R � âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè ãëàâíûõ êîìïîíåíò, à èõ êâàäðàòíûå êîðíè �



183ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ. Âûáîðî÷íûå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿïðîïîðöèîíàëüíû ïîëóîñÿì ýëëèïñîèäîâ, çàäàâàåìûõ ìàòðèöåé R.Åñëè âðåìåííîé ðÿä fxig ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàÿ÷àñòü âðåìåííîãî ðÿäà äëèíû s = min(M; k) íåñåò â ñåáå âñþ èí�îðìàöèþîòíîñèòåëüíî ïðîöåññà fxig, òî ìîæíî óñðåäíÿòü ìàòðèöó R âäîëü äèàãîíàëåéè ïîëó÷àòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ r(�):r(�) = 1M � � M��Xj=1 rj;j+� ; � = 1; : : : ;M: (11.6)III. Îòáîð ãëàâíûõ êîìïîíåíòÊàê áûëî óïîìÿíóòî âûøå, ãëàâíûå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: Y = X�P = (y1; y2; : : : ; yM):Íîðìèðóåì ãëàâíûå êîìïîíåíòû (ïðè �M 6= 0)Y � = Y ��1=2 = (y�1; y�2; : : : ; y�M):Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè:Y �TY � = IM :Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå èñõîäíîãî M -ìåðíîãî ïðîöåññà íà îðòî-ãîíàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå.Ïðåîáðàçîâàíèå yj = X�pjî÷åíü áëèçêî ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ èñõîäíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ äèñêðåò-íûì îïåðàòîðîì ñâåðòêèyj(l) = MXq=1 X�lqpjq = MXq=1(xl+q�1 � �xq)pjqsq == MXq=1 xl+q�1pjqsq � MXq=1 �xq pjqsq :Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîöåäóðà ìíîãî�àêòîðíîãî àíàëèçà �îðìèðóåò íàáîð ëèíåé-íûõ �èëüòðîâ â êîòîðûõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû èãðàþò ðîëü ïåðåõîäíûõ �óíê-öèé.Âèçóàëüíûé àíàëèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ãëàâíûõ êîìïîíåíò, ïîëó÷åííûõïîñëå ëèíåéíîé �èëüòðàöèè, ìîæåò äàòü ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ îòíîñèòåëüíîñòðóêòóðû ïðîöåññà.Ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé èí�îðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿçà äâóìåðíûìè äèàãðàììàìè (ïî x-îñè � pi èëè yi, ïî y-îñè pj èëè yi).



184 �ëàâà 11. Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâÏ ð è ì å ð. Åñëè äâóìåðíàÿ äèàãðàììà äëÿ pi è pi+1 áëèçêà ê îêðóæíîñòè, òîñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïàðó sin�
os íà ÿçûêåïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. �àññìîòðèì �óíêöèè� x(t) = a(t) 
os(!(t)t+  (t));y(t) = a(t) sin(!(t)t+  (t));ïîëàãàÿ a(t), !(t) è  (t) ìåäëåííî èçìåíÿþùèìèñÿ �óíêöèÿìè� x(t) = r(t) 
os(�(t)t);y(t) = r(t) sin(�(t)t);ãäå r(t) = px2(t) + y2(t) = a(t);�(t) = ar
tan y(t)x(t) = !(t)t+  (t):Âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ çàäåðæêîé � è íàéäåì ðàçíîñòü ïîëÿð-íûõ óãëîâ: �� = �(t+ �)� �(t) = !(t+ �)(t+ �) ++  (t+ �)� !(t)t�  (t) == (!(t+ �)� !(t))t+  (t + �)�  (t) == (!0(t)� + o(�))t + (!(t) ++ !0(t)� + o(�))� +  0(t)� + o(�):Åñëè !(t) è  (t) � ìåäëåííî èçìåíÿþùèåñÿ �óíêöèè, òàêèå ÷òî !0(t) è 0(t) èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè O(� 2), ìîæíî çàïèñàòü��(t) = !(t)� = 2��T (t) ;!(t) = ��(t)� è T (t) � 2����(t) :Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿÿ ðàçíîñòü ïîëÿðíûõ óãëîâ, ìû ìîæåì îöåíèòüìãíîâåííóþ ÷àñòîòó !(t) è ìãíîâåííûé ïåðèîä T (�) �ãàðìîíè÷åñêèõ êî-ëåáàíèé� îòâå÷àþùèõ âûáðàííîé ïàðå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåâîçìîæíî îöåíèòü ÷àñòîòû, ïðåâûøàþùèå!N = �� :IV. Âîññòàíîâëåíèå îäíîìåðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâÑ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû P ìîæíî çàïèñàòüX� = Y P T = (y1; y2; : : : ; yM) �0BBB� pT1pT2...pTM
1CCCA =



185= MXl=1 ylP Tl = MXl=1 X�l :Ñíÿòèå íîðìèðîâêè è öåíòðèðîâàíèå ìàòðèöû X�X = �x ITk +X�S = X�0 + MXl=1 X�l S = MXl=0 X�l S:Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì èñõîäíóþ ìàòðèöó êàê ñóììó M + 1 ìàòðèö.Ïðåîáðàçîâàíèå ê íà÷àëüíîìó âðåìåííîìó ðÿäó ìîæåò áûòü âûïîëíåíî óñðåä-íåíèåì ïî äèàãîíàëÿì, ïðèëåãàþùèì ê ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îïðåäåëèì îïåðàòîðóñðåäíåíèÿ A: x = A(X) = MXl=0 A(X�l S): (11.7)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíîãî âðåìåííîãî ðÿäà êàê ñóììûM + 1 âðåìåííûõ ðÿäîâ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà, èíòåðàêòèâíûé ïîäõîä êèññëåäîâàíèþ (ò. å. �äèàëîã� ìåæäó èññëåäîâàòåëåì è ÝÂÌ) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-íîé åãî îñîáåííîñòüþ.Âûáîð ïàðàìåòðîâÎñíîâíîé âõîäíîé ïàðàìåòð M àëãîðèòìà Ì×�Ê ñëåäóåò ïîëàãàòü ìåíüøèì,÷åì N=2.Âûáîð âåëè÷èíû M çàâèñèò îò òèïà ðåøàåìîé çàäà÷è:1. Íàáëþäåíèå ëàòåíòíîé ïåðèîäè÷íîñòè.Âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè M è îïðåäå-ëÿåì ÷èñëî l ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ �i > 0 . Íàñëåäóþùåì øàãå àíàëèç âûïîëíÿåòñÿ ïðè M = l.2. Ñãëàæèâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ.Â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòì êàê àëãîðèòì �èëüòðàöèè. Ïðè�èëüòðàöèè ñëåäóåò óìåíüøàòü ÷èñëî ãëàâíûõ êîìïîíåíò, ó÷àñòâóþùèõ ââîññòàíîâëåíèè âðåìåííîãî ðÿäà, ïðè ýòîì áîëüøèì çíà÷åíèÿì M , ñîîò-âåòñòâóåò áîëåå óçêàÿ ïîëîñà �èëüòðàöèè.3. Âûäåëåíèå ïåðèîäè÷íîñòè ñ èçâåñòíûì ïåðèîäîì.M äîëæíî áûòü ðàâíî ïåðèîäó T è N äîëæíî áûòü êðàòíî ïåðèîäó T .Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì î÷åíü ñòàáèëåí ê âàðèàöèÿìâåëè÷èíû M .Ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû èíòåðïðåòàöèè.1. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, îòâå÷àþùåé M -ðàçìåðíîìóïðåäñòàâëåíèþ âðåìåííîãî ðÿäà.



186 �ëàâà 11. Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû.3. �ëàâíûå êîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèå M -ðàçìåðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âðåìåí-íîãî ðÿäà.4. Âîññòàíîâëåííûé âðåìåííîé ðÿä ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå ãëàâíûõ êîìïîíåíò.Îòìåòèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ.� M � N . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû êàêïåðåõîäíûå �óíêöèè ëèíåéíîãî �èëüòðà, à ãëàâíûå êîìïîíåíòû � êàê ðå-çóëüòàò äåéñòâèÿ òàêîãî �èëüòðà.� M ' N=2. Ïðè òàêîì ñîîòíîøåíèè M è N àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê àïïðîêñèìàöèîííûé è ïðèìåíÿòü, íàïðèìåð, äëÿ âûäåëåíèÿ ãàðìîíè-÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âðåìåííîãî ðÿäà.



Ïðèëîæåíèå AÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅÓÏ�ÀÆÍÅÍÈßÊîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â Ïðèëîæåíèè, ñîñòàâëÿþò îñíîâóâû÷èñëèòåëüíîãî ïðàêòèêóìà ïî êóðñàì ëåêöèé �Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îáðà-áîòêè ãåî�èçè÷åñêèõ äàííûõ� è �Îáðàòíûå çàäà÷è ãåî�èçèêè�, ÷èòàåìûõ ìà-ãèñòðàíòàì è àñïèðàíòàì êà�åäðû �èçèêè Çåìëè íà �èçè÷åñêîì �àêóëüòåòåÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äå-ñÿòè ëåò. Âûïîëíåíèå êîìïüþòåðíûõ óïðàæíåíèé ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ ãëóáæåïîíÿòü ñîäåðæàíèå è âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåííûõ â êíèãå ìåòîäîâ àíàëèçà èîáðàáîòêè ãåî�èçè÷åñêîé èí�îðìàöèè.Îñíîâîé êîìïüþòåðíûõ óïðàæíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðîãðàìì1, íàïèñàííûõíà ÿçûêå ïàêåòà ÌÀÒËÀÁ. Ïðîãðàììû ñîäåðæàò êðàòêîå îïèñàíèå âõîäíûõ èâûõîäíûõ äàííûõ, äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð è ðåêîìåíäàöèè ïî èçìåíåíèþâõîäíûõ äàííûõ2. Çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ ðóêîâîäñòâà ïî ðàáîòå â ïàêåòå ÌÀÒ-ËÀÁ, ïîñêîëüêó äëÿ âûïîëíåíèÿ êîìïüþòåðíûõ óïðàæíåíèé ïðàêòè÷åñêè íåòðåáóåòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå íà íà÷àëüíîì ýòàïå) çíàíèÿ ÿçûêà ïàêåòà ÌÀÒËÀÁ.A.1 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäûA.1.1 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíÂ ïàêåòå ÌÀÒËÀÁ èìåþòñÿ âñòðîåííûå �óíêöèè, ðåàëèçóþùèå ãåíåðàòîðû ñëó-÷àéíûõ ÷èñåë ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå (0; 1) � rand è ñíîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (N(0; 1)) � randn. Ñëåäóþùàÿ ïðîãðàììà (ñêðèïò1 Òåêñòû ïðîãðàìì, íàïèñàííûå íà ÿçûêå ÌÀÒËÀÁ, íàõîäÿòñÿ íà FTP ñåðâåðå Ëàáîðà-òîðèè äèíàìèêè óïðóãèõ ñðåä �èçè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà (ldus.phys.spbu.ru).2 Òåêñòû ïðîãðàìì íà ÿçûêå ÌÀÒËÀÁ è äåìîíñòðàöèîííûå ïðèìåðû, ïðåäñòàâëåííûå âÏðèëîæåíèè, áûëè ïîäãîòîâëåíû Þ.Â. Êèñåëåâûì â Èíñòèòóòå ãåî�èçèêè Ëîçàíñêîãî óíè-âåðñèòåòà. Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî�åññîðóR.Olivier çà ñîçäàíèå ïðåâîñõîäíûõ óñëîâèé äëÿ ðàáîòû è äðóæåñêóþ àòìîñ�åðó.187



188 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿr0a.m), â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé indd ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíûå âû-áîðêè è ðåàëèçóåò èõ ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.% S
ript r0a.m% �åíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë% indd=1 : ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (0,1)% indd=2 : íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (N(0,1))
lear% ÂÂÎÄ ÄÀÍÍÛÕindd=1;m=25; % îáúåì âûáîðêè% ÊÎÍÅÖ ÂÂÎÄÀn=1:m; % n=1,2,...,mif indd==1s=rand(1,m); % s : âåêòîð-ñòðîêàelses=randn(length(n),1); % s : âåêòîð-ñòîëáåö; length(n)=ms=s' % s : âåêòîð-ñòðîêàendre
t=[0.1 0.1 .8 0.5℄; % ðàçìåð ðèñóíêàaxes('position',re
t)stem(n,s); % ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèåÓïðàæíåíèÿ1. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêðèïòà r0a.m ïîëó÷èòü ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèåâûáîðîê èç ðàâíîìåðíîãî è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ îáúåìîââûáîðîê.2. Âûïîëíèòü çàäàíèå èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, èñïîëüçóÿ êîìàíäíóþñòðîêó.A.1.2 Ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàìì�èñòîãðàììà õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî âû-áîðêå êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Ñêðèïò p0hist.m ðåàëèçóåò ïîñòðîåíèå íîðìèðîâàí-íîé ãèñòîãðàììû ïî âûáîðêå èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(0; 1). �ðà�è÷å-ñêèé âûâîä ñîäåðæèò êàê ãèñòîãðàììó, òàê è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåò-ñòâóþùåãî åé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.%S
ript p0hist.m% Ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû% nr : îáúåì âûáîðêè
lear% ÂÂÎÄ ÄÀÍÍÛÕnr=500; % îáúåì âûáîðêè



A.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû 189del=0.5; % ðàçìåð èíòåðâàëà äëÿ ðàçáèåíèÿ îñè x% ÊÎÍÅÖ ÂÂÎÄÀx=-5:del:5; % ñîçäàíèå èíòåðâàëîâ íà îñè xd=randn(1,nr); % d : âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî%ðàñïðåäåëåíèÿ (âåêòîð-ñòðîêà)% hist(d,x);[n,x℄=hist(d,x);bar(x,n./(nr.*del)); % ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå% íîðìèðîâàííîé ãèñòîãðàììûhold ond2=d_gauss(x,0,1); % íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé% (âåêòîð-ñòðîêà)plot(x,d2,'g') % ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå íîðìàëüíîé %ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéÓïðàæíåíèÿ1. Ñðàâíèòü ãèñòîãðàììû, ïîñòðîåííûå ïî âûáîðêàì ðàçëè÷íîãî îáúåìà(íàïðèìåð 100 � 500).2. Ñðàâíèòü ãèñòîãðàììû, ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íîãî ðàçìåðà èíòåðâàëîâðàçáèåíèÿ îñè x (íàïðèìåð 4 � 20), áåç èçìåíåíèÿ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîéòî÷åê íà îñè x, çàäàþùèõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ãèñòîãðàììû.A.1.3 Îïèñàíèå ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõÍèæå ïðèâåäåí ðÿä ðàñïðåäåëåíèé äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïëîòíîñòåéâåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.Áåòà-ðàñïðåäåëåíèåÏëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåéf�(xj�; �) = ( �(�+�)�(�)�(�)x��1(1� x)��1; åñëè 0 < x < 1;0; åñëè x � 0 èëè x � 1; (A.1)ãäå � > 0, � > 0; M� = �(� + �) ; D� = ��(� + �)2(� + � + 1) :�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (A.1) ðåàëèçóåò ñêðèïò d0beta.m. Ôóíêöèÿ d=d_beta(x,al,bt)âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d� çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ.



190 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿÁèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçóåò ñêðèïò d0bin.m(ñì. 1.6.1). Ôóíêöèÿ d=d_bin(n,p) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ âå-ðîÿòíîñòåé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. 1.6.1).Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåêñò ñêðèïòà d0bin.m.% S
ript d0bin.m% áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé% 
all fun
tion d=d_bin(n,p)% n : n=1,2,...; - ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà àðãóìåíòà x% x=0,1,...,n% p : 0 < p < 1% d : âåêòîð-ñòðîêà, ñîäåðæèò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé%
lear% ÂÂÎÄ ÄÀÍÍÛÕn=50;p=0.7;% ÊÎÍÅÖ ÂÂÎÄÀd=d_bin(n,p);x=0:n;% ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèåre
t=[0.1 0.1 .8 0.5℄; % ðàçìåð ðèñóíêàaxes('position',re
t)stem(x,d);
omp_prob=sum(d) % âû÷èñëåíèå ñóììû âåðîÿòíîñòåémath_exp= n .* p % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåstand_dev=sqrt(n .* p .* (1-p)) % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèåm1=sum(x.*d) % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèås1=sqrt(sum((x-m1).� 2.*d)) % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèåpause% ñðàâíåíèå ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåìhold ondn=d_gauss(x,math_exp,stand_dev);plot(x,dn,'g');Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììû íà ýêðàí âûâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, âû÷èñëåííûå êàê ïî àíàëèòè÷åñêèì âû-ðàæåíèÿì, òàê è ïîëó÷åííûå ñóììèðîâàíèåì âçâåøåííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé(�ïî îïðåäåëåíèþ�).Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåêñò �óíêöèè d=d_bin(n,p).fun
tion d=d_bin(n,p);% áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå d=d_bin(n,p)% n : n=1,2,...; - ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x



A.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû 191% x=0,1,...,n% p : 0 < p < 1%n1=prod(1:n);d=zeros(1,n+1); % çàäàíèå âåêòîðà-ñòðîêè d íóëåâûìè% çíà÷åíèÿìèfor m=0:nif m==0m1=1;elsem1=prod(1:m);endnm=n-m;if nm==0nm1=1;elsenm1=prod(1:nm);endd(m+1)=(n1/(m1*nm1))*p� m * (1-p)� nm;end�àñïðåäåëåíèå Êîøè�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè (ñì.1.7.9). ðåàëèçóåò ñêðèïò d0
au
h.m. Ôóíêöèÿ d=d_
au
h(x) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè.�2-ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé �2-ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóåòñêðèïò d0
hisq.m (ñì. 1.7.4). Ôóíêöèÿ d=d_
hisq(x,n) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðî-êó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé �2-ðàñïðåäåëåíèÿ.Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåêñò ñêðèïòà d0
hisq.m.% S
ript d0
hisq.m% ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé äëÿ �2-ðàñïðåäåëåíèÿ% 
all d=d_
hisq(x,n)% n : ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû% x : çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, a < x < b% d : âåêòîð-ñòðîêà, âîçâðàùàåò çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè% âåðîÿòíîñòåé
lear% ÂÂÎÄ ÄÀÍÍÛÕn=50% çàäàíèå èíòåðâàëà íà îñè x äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè% âåðîÿòíîñòåé



192 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿa=0; % (a < x < b)b=100.0;nx=500; % îáúåì âûáîðêè% ÊÎÍÅÖ ÂÂÎÄÀdel=(b-a)/(nx-1); % çàäàíèå çíà÷åíèé àðãóìåíòàx=a:del:b;d=d_
hisq(x,n); % âåêòîð-ñòðîêàplot(x,d); % ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
omp_prob=trapz(x,d) % âû÷èñëåíèå ïîëíîé âåðîÿòíîñòèmath_exp=n % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåstand_dev=sqrt(2 .* n) % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèåm1=trapz(x,x.*d) % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèås1=sqrt(trapz(x,(x-m1).� 2.*d)) % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå%pause% ñðàâíåíèå ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåìhold ondn=d_gauss(x,math_exp,stand_dev);plot(x,dn,'g'); % ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå% íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÂ ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììû íà ýêðàí âûâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ, âû÷èñëåííûå êàê ïî àíàëèòè÷åñêèì âûðà-æåíèÿì, òàê è ïîëó÷åííûå èíòåãðèðîâàíèåì âçâåøåííûõ çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé(�ïî îïðåäåëåíèþ�). Íèæå ïðèâîäèòñÿ òåêñò �óíêöèè d=d_
hisq(x,n).fun
tion d=d_
hisq(x,n)% �2-ðàñïðåäåëåíèå d=d_
hisq(x,n)% n : ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû% x : âåêòîð-ñòðîêà çíà÷åíèé àðãóìåíòà(0 < x < inf)% d : âåêòîð-ñòðîêà �- çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé%d=((x./2).� ((n./2)-1).*exp(-x ./ 2))/(2.*gamma(n./2));Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðåàëèçó-åò ñêðèïò d0expon.m (ñì. 1.7.7). Ôóíêöèÿ d=d_expon(x,l) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�àñïðåäåëåíèå Ôèøåðà�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà ðå-àëèçóåò ñêðèïò d0fish.m (ñì. 1.7.6). Ôóíêöèÿ d=d_fish(x,n1,n2) âîçâðàùàåòâåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà.



A.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû 193�àììà ðàñïðåäåëåíèåÏëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîéf�(xj�; �) = � ���(�)x��1e��x; åñëè x � 0;0; åñëè x < 0; (A.2)ãäå � > 0, � > 0; M� = �� ; D� = ��2 :�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-àëèçóåò ñêðèïò d0gam.m. Ôóíêöèÿ d=d_gam(x,al,bt) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêód � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ.Íîðìàëüíîå (îäíîìåðíîå) ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿðåàëèçóåò ñêðèïò d0gauss.m (ñì. 1.7.1). Ôóíêöèÿ d=d_gauss(x,xm,s) âîçâðàùà-åò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-ëåíèÿ.�åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóåò ñêðèïòd0geom.m (ñì. 1.6.3). Ôóíêöèÿ d=d_geom(n,p) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà-÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�èïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå�àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàåòñÿ �îð-ìóëîé f�(xjn; a; b) = ( CaxCbn�xCa+bn ; x = 0; 1; 2; : : : ; n;0; x 6= 0; 1; 2; : : : ; n; (A.3)ãäå a = 0; 1; 2; : : :, b = 0; 1; 2; : : :, n = 0; 1; 2; : : :, a+ b � n,M� = nab(a+ b)2 ; D� = a+ b� na+ b� 1 :�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóåòñêðèïò d0hypg.m. Ôóíêöèÿ d=d_hypg(n,a,b) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà-÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�àñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà ðå-àëèçóåò ñêðèïò d0lapl.m (ñì. 1.7.8). Ôóíêöèÿ d=d_lapl(x,l) âîçâðàùàåò âåê-òîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà.



194 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿËîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ëîãàðè�ìè÷åñêè íîðìàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóåò ñêðèïò d0lnorm.m (ñì. 1.7.10). Ôóíêöèÿ d=d_lnorm(x,xm,s)âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ëîãàðè�ìè÷å-ñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.�àñïðåäåëåíèå Ïàóññîíà�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ðåàëèçóåò ñêðèïò d0poiss.m(ñì. 1.6.2). Ôóíêöèÿ d=d_poiss(n,a) âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ âå-ðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà.�àñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòàðåàëèçóåò ñêðèïò d0stu.m (ñì. 1.7.5). Ôóíêöèÿ d=d_stu(x,n) âîçâðàùàåò âåê-òîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà.�àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-íèÿ ðåàëèçóåò ñêðèïò d0unif.m (ñì. 1.7.3). Ôóíêöèÿ d=d_unif(x,al,bt) âîçâðà-ùàåò âåêòîð-ñòðîêó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-äåëåíèÿ.Äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. 1.7.2) ðåàëèçóåò ñêðèïò d0gauss2.m. Ôóíêöèÿ d=d_gauss2.mâîçâðàùàåò ìàòðèöó d � çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äâóìåðíîãî íîðìàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Óïðàæíåíèÿ1. Ñðàâíèòü áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé íîð-ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ n (n = 1; 5; 20) èp (p = 0:1; 0:5; 0:9).2. Ñðàâíèòü ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåé íîðìàëü-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèèé ïàðàìåòðà a (a = 0:1; 0:5; 1:0; 5:0).3. Ñðàâíèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé �2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ âåðî-ÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n(n = 2; 5; 10; 20).



A.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû 1954. Ñðàâíèòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ ïëîòíî-ñòüþ âåðîÿòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðà n (n = 2; 5; 10; 20).5. Âûïîëíèòü ãðà�è÷åñêîå ïîñòðîåíèå äâóìåðíîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòèïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé m1 è m2 (m1 = 0; 1; 10;m2 = 0; 1; 10), ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé �1 è �2 (�1 = 0; 1; 10; �2 = 0; 1; 10) è êîý�-�èöèåíòà êîððåëÿöèè �(� = �0; 95; 0; 0; 95).6. Âûïîëíèòü ãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-ñòåé, óïîìÿíóòûõ â ï. A.1.3.A.1.4 �åíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåëÑóùåñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð àëãîðèòìîâ ãåíåðèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà ÝÂÌäëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé. Íèæå ïðèâåäåíû ïðîñòåéøèå àëãîðèòìûäëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðåàëèçîâàííûå â ñêðèïòàõ rnd0ald.m è rnd0al
.mñîîòâåòñòâåííî äëÿ äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óïîìÿíóòûõâ ï. A.1.3.Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ñîçäàíèÿ âûáîðîê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ ðàçëè÷íûì ðàñïðåäåëåíèÿì, èñïîëüçóåòñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà èíòåðâàëå [0; 1℄, ò. å. ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòåéâèäà f(x) = � 1; 0 � x � 1;0; x < 0 èëè x > 0: (A.4)Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèé äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � ñ ðàñïðå-äåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé pm = P (� = xm) îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ðàâåíñòâå:P  m�1Xn=0 pn � � < mXn=0 pn! = pm; (A.5)ãäå âåëè÷èíà � ïðèíàäëåæèò ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (A.4).Â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàâàåìûõ �óíêöèåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ F (x), ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ� = F�1(�); (A.6)ãäå F�1(�) � îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, � ïðèíàäëåæèò ðàâíîìåðíîìóðàñïðåäåëåíèþ (A.4), � ïðèíàäëåæèò ðàñïðåäåëåíèþ ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿF (x). Îòìåòèì, ÷òî åñëè F (x) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òîñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:P (F�1(�) < x) = P (� < F (x)) = F (x): (A.7)�åíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ðàâíîìåðíîìó è íîðìàëüíî-ìó ðàñïðåäåëåíèÿì ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè, ðåàëèçîâàíû ñîîòâåòñòâåííîâ ñêðèïòàõ rnd0uni.m è rnd0gau.m. Ñêðèïò rnd0n2.m ðåàëèçóåò ãåíåðàòîð äâó-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.



196 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿÊðèòåðèé ñîãëàñèÿ ÊîëìîãîðîâàÂ ñêðèïòå g
0kolm.m ðåàëèçîâàí êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà î ïðèíàäëåæ-íîñòè âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) çà-äàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ðàñïðåäåëåíèþ, çàäàííîìó ñâîåé �óíêöèåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ).Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà äàåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì,÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìîäóëÿ ðàçíîñòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F�(x)è åå âûáîðî÷íîãî àíàëîãà F �N (x) ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà 
=pN ,limN!1 P �sup�1<x<1 jF�(x)� F �N(x)j < 
=pN� ==P1k=�1(�1)k exp(�2k2
2); (A.8)ãäå N � îáúåì âûáîðêè. Êðèòåðèé ðåàëèçîâàí äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèéèç ï. A.1.3.Óïðàæíåíèÿ1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïòû rnd0al
.m è rnd0ald.m èç ï. A.1.4, ñðàâíèòü âåëè-÷èíû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ñ èõ âûáîðî÷íûìèàíàëîãàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáúåìîâ âûáîðîê (íàïðèìåð 10 � 500).2. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò rnd0n2.m, ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äâóìåðíîãîíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ñòàíäàðòíûõ îòêëîíå-íèé, êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè) ñ èõ âûáîðî÷íûìè àíàëîãàìè äëÿ ðàçëè÷íûõîáúåìîâ âûáîðêè (íàïðèìåð 100 � 5000).3. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò g
0kolm.m, âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü, îòâå÷àþùóþ êðè-òåðèþ Êîëìîãîðîâà, äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé (íîðìàëüíîãî, �2, Ñòüþ-äåíòà ). Îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîâåäåíèå âûáîðî÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿïðè ðàçëè÷íûõ îáúåìàõ âûáîðêè (íàïðèìåð 10 � 1000).A.1.5 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûÑêðèïò g0
onf.m ðåàëèçóåò ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ âûáîðî÷-íîãî ñðåäíåãî (ñì. ï. 1.7.12) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëü-íîìó çàêîíó.Óïðàæíåíèÿ1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò g0
onf.m, íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ âûáî-ðî÷íîãî ñðåäíåãî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíóïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè � (íàïðèìåð �=0.2, 0.5,0.9) è îáúåìà âûáîðêè (íàïðèìåð 10 � 100).



A.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ 197A.1.6 Âðåìåííûå ðÿäûÊîððåëèðîâàííûå è íåêîððåëèðîâàííûå ïðîöåññûÑêðèïò p0
ovrp.m ãåíåðèðóåò íåêîððåëèðîâàííûé âðåìåííîé ðÿä è öåïü Ìàðêî-âà, âûïîëíÿåò ïîñòðîåíèå âûáîðî÷íîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ è âçàèìîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèèÑêðèïò p0
orf.m âûïîëíÿåò ïîñòðîåíèå àâòîêîððåëÿöèîííûõ è âçàèìîêîððåëÿ-öèîííûõ �óíêöèé äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ è öåïåé Ìàðêîâà.Óïðàæíåíèÿ1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò p0
ovrp.m, âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå êîâàðèàöèîííóþ èêîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöû äëÿ íåêîððåëèðîâàííûõ è êîððåëèðîâàííûõ âðåìåí-íûõ ðÿäîâ ðàçëè÷íîé äëèíû (íàïðèìåð 100, 1000, 10000).2. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò p0
orf.m, ñðàâíèòü àâòîêîððåëÿöèîííûå è âçàèìîêîð-ðåëÿöèîííûå �óíêöèè äëÿ êîððåëèðîâàííûõ è íåêîððåëèðîâàííûõ âðåìåííûõðÿäîâ.A.2 ÏðåîáðàçîâàíèÿA.2.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåÔóíêöèè ÌÀÒËÀÁ fft è ifft ðåàëèçóþò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èîáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå çàäàþòñÿ�îðìóëàìè âèäà yk = N�1Xr=0 xr exp ��i2�krN � ; k = 0; : : : ; N � 1 (A.9)(ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå),xr = 1N N�1Xk=0 yk exp �i2�krN � ; r = 0; : : : ; N � 1 (A.10)(îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå).A.2.2 Ïðîñòåéøèå ñèãíàëû è èõ ñïåêòðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêèÑêðèïò p0wlet.m ñîçäàåò ìîäåëü ïðîñòåéøåé ñåéñìè÷åñêîé òðàññû: ñèãíàë èíåêîððåëèðîâàííûé øóì ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Âû÷èñëÿþòñÿ ñïåêòðàëü-íûå õàðàêòåðèñòèêè òðàññû, àâòîêîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ è ñïåêòð ìîùíîñòè



198 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿ(ñì. 3.5, 3.6, 3.7). Ôóíêöèÿ p_wlet.m, âûçûâàåìàÿ ñêðèïòîì p0wlet.m, ñîçäàåòðàçëè÷íûå ñèãíàëû.1. Äèñêðåòíàÿ äåëüòà-�óíêöèÿ:xr = � 1; åñëè r = j;0; åñëè r 6= j: (A.11)2. Äåëüòà-ïîäîáíûé ñèãíàë:xr = exp ���(r � tp)=t
)2� ; r = 0; : : : ; N � 1; (A.12)ãäå t
 � øèðèíà èìïóëüñà, à tp îïðåäåëÿåò ñäâèã îòíîñèòåëüíî íóëåâîãîîòñ÷åòà r = 0.3. Èìïóëüñ �èêêåðà: xr = exp ��(� � (r � (t
 + tp))=t
)2��� �1� 2 (�(r � (t
 + tp))=t
)2� ;r = 0; : : : ; N � 1; (A.13)ãäå t
 � øèðèíà èìïóëüñà, à tp îïðåäåëÿåò ñäâèã îòíîñèòåëüíî íóëåâîãî îò-ñ÷åòà r = 0. Ïðèìåð ãðà�è÷åñêîãî âûâîäà ñêðèïòà p0wlet.m äàí íà ðèñ. A.1.Óïðàæíåíèå1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò p0wlet.m, âû÷èñëèòü ñïåêòðû èìïóëüñîâ ñèãíàëîâ èç�îðìóë (A.11)�(A.13) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé tp � âðåìåííîãî ñäâèãà è ðàçëè÷-íûõ ñîîòíîøåíèé øóì/ñèãíàë.A.2.3 Ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèçÑêðèïò p0
ater1.m ðåàëèçóåò àëãîðèòì ìíîãî�àêòîðíîãî àíàëèçà (ñì. � 11).Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ ñêðèïòà p0
ater1.mïðè àíàëèçå ïðîñòåéøåé çàïèñè �ñèãíàë è øóì� (ðèñ. A.2):np=500; % äëèíà çàïèñè (÷èñëî îòñ÷åòîâ)jm=20; % ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãëàâíûõ% êîìïîíåíòunzer=2; % ÷èñëî ãëàâíûõ êîìïîíåíò% (íåíóëåâûå ñîáñòâ., ÷èñëà) ïðè% âîññòàíîâëåíèèop=3; % çàäàíèå �îðìû ñèãíàëàtp=100; % ñäâèã ñèãíàëà íà çàïèñè% (÷èñëî îòñ÷åòîâ)%
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�èñ. A.1: Ïðèìåð ãðà�è÷åñêîãî âûâîäà ñêðèïòà p0wlet.m.Èìïóëüñ �èêêåðà (à) è ìîäóëü åãî ñïåêòðà (á), �àçà ñïåêòðà(â), âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñïåêòðà (ã). Ïî îñèàáñöèññ îòëîæåíû íîìåðà îòñ÷åòîâ � ñì. �îðìóëû (A.9),(A.10).xm=0; % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ øóìàs=0.05; % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå äëÿ øóìàÊîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà çàïèñè è åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà (è ñîáñòâåííûå âåê-òîðû) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. A.3 è A.4 ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâ-ëåíèå ïàð ãëàâíûõ êîìïîíåíò è ïîëíûé íàáîð ãëàâíûõ êîìïîíåíò äàíû ñîîò-âåòñòâåííî íà ðèñ. A.5 è A.6 (ñì. ïðèìåð èç � 11). �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿèñõîäíîé çàïèñè ñ ñóììèðîâàíèåì ðàçëè÷íîãî ÷èñëà (1 � 4) ãëàâíûõ êîìïîíåíòïðåäñòàâëåí íà ðèñ. A.7.

�èñ. A.2: Èñõîäíàÿ çàïèñü áåç øóìà (à) è ñàääèòèâíûì íåêîððåëèðîâàííûì øóìîì (á).
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�èñ. A.3: Êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà M = 20.
Óïðàæíåíèå1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò p0
ater1.m, âûïîëíèòü ìíîãî�àêòîðíûé àíàëèç çàïè-ñè (ñèãíàë è íîðìàëüíàÿ øóìîâàÿ êîìïîíåíòà) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìàê-ñèìàëüíîãî ÷èñëà ãëàâíûõ êîìïîíåíò (íàïðèìåð 5 � 20), äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëàãëàâíûõ êîìïîíåíò (íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë) (íàïðèìåð 2 � 10), ïðè ðàç-ëè÷íîì îòíîøåíèè øóì/ñèãíàë.A.2.4 Êåïñòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåÑêðèïò p0
ep1.m ðåàëèçóåò êåïñòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå.Êåïñòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñêðèïòå p0
ep1.m ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèìîáðàçîì:d=fft(tra
e); % ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå% âåêòîðà �tra
e�dabs=abs(d); % âû÷èñëåíèå àáñîëþòíîé% âåëè÷èíû ñïåêòðàdang=unwrap(angle(d)); % âû÷èñëåíèå �àçûd
ep=fft(log(dabs)+i*dang); % ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå% ëîãàðè�ìà ñïåêòðà (êåïñòð)
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�èñ. A.4: Ñîáñòâåííûå ÷èñëà (à) èñîáñòâåííûå âåêòîðû (á) êîððåëÿöèîííîéìàòðèöû.Îáðàòíîå êåïñòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:dba
k=ifft(d
ep); % îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèådexp=exp(dba
k); % Ôóðüådba
k0=ifft(dexp); % îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå% ÔóðüåÍà ðèñ. A.8�A.9 ïðåäñòàâëåíû äâà ñèãíàëà è èõ êåïñòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêèñîîòâåòñòâåííî. �åçóëüòàò ñâåðòêè ïåðâîãî è âòîðîãî ñèãíàëîâ ñðàâíèâàåòñÿ ñîáðàòíûì êåïñòðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñóììû èõ êåïñòðîâ � ðèñ. A.10.
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�èñ. A.5: Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ïàð ãëàâíûõêîìïîíåíò: M è M � 1 (à); M � 1 è M � 2 (á); M � 2 è M � 3(â); M � 3 è M � 4 (ã). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ãëàâíûõêîìïîíåíò � 20.

�èñ. A.6: Ïîëíûé íàáîð ãëàâíûõ êîìïîíåíò (M = 20).ÓïðàæíåíèåÈñïîëüçóÿ ñêðèïò p0
ep1.m, ñðàâíèòü îïåðàöèþ ñâåðòêè è ñóììèðîâàíèå â êåï-ñòðàëüíîé îáëàñòè.
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�èñ. A.7: Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîé çàïèñè,ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. A.2, á. Âîññòàíîâëåíèåâûïîëíåíî òîëüêî ïî ïåðâîé ãëàâíîé êîìïîíåíòå (à), àòàêæå ñóììèðîâàíèåì äâóõ (á), òðåõ (â) è ÷åòûðåõ (ã)ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ñì. ðèñ. A.6).

�èñ. A.8: Ïåðâûé ñèãíàë (à) è åãî êåïñòðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè (á � ã). Èìïóëüñ �èêêåðà (à), âåùåñòâåííàÿ(á), ìíèìàÿ (â) ÷àñòè è ìîäóëü åãî êåïñòðà (ã).A.3 �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷A.3.1 Ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ�ðàâèòàöèîííîå ïîëå îäíîðîäíîé ñ�åðûÑêðèïò f0sph1.m ìîäåëèðóåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îäíîðîäíîé ñ�åðû.
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�èñ. A.9: Âòîðîé ñèãíàë è åãî êåïñòðàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè (ñì. ðèñ. A.8).

�èñ. A.10: Ñâåðòêà ñèãíàëîâ,ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. A.8, à, A.9,à è îáðàòíîå êåïñòðàëüíîåïðåîáðàçîâàíèå ñóììû èõ êåïñòðîâ.�ðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë V îäíîðîäíîé ñ�åðû äàåòñÿ �îðìóëîéV = 
 43 �a3�r ; (A.14)ãäå 
 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; a � ðàäèóñ ñ�åðû; � � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü;r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñ�åðû äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ.�ðàâèòàöèîííàÿ ñèëà, ïîðîæäåííàÿ îäíîðîäíîé ñ�åðîé, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå~g = �
 43 �a3�r2 ~n; (A.15)ãäå ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç öåíòðà ñ�åðû â òî÷êó íàáëþäåíèÿ.



A.3. �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ 205�ðàâèòàöèîííîå ïîëå îäíîðîäíîãî öèëèíäðàÑêðèïò f0
yl1.m ìîäåëèðóåò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îäíîðîäíîãî öèëèíäðà.�ðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë V îäíîðîäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî öèëèíäðà äàåòñÿ�îðìóëîé V = 2�a2�
 log 1r ; (A.16)ãäå 
 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; a � ðàäèóñ öèëèíäðà; � � ìàññîâàÿ ïëîò-íîñòü; r � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñüþ öèëèíäðà è òî÷êîé íàáëþäåíèÿ.�ðàâèòàöèîííàÿ ñèëà, ïîðîæäåííàÿ îäíîðîäíûì ãîðèçîíòàëüíûì öèëèíäðîì,çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ~g = �2�a2�
r ~n; (A.17)ãäå ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç öåíòðà öèëèíäðà â òî÷êó íàáëþäå-íèÿ.A.3.2 Ìîäåëèðîâàíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿÌàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ äèïîëÿÑêðèïò f0dip1.m ìîäåëèðóåò ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ, âûçâàííóþ ìàãíèòíûì äè-ïîëåì.Ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë V ìàãíèòíîãî äèïîëÿ äàåòñÿ �îðìóëîéV = Cm (~m � ~r)r3 ; (A.18)ãäå Cm � ðàâíî �0=4� â ñèñòåìå ÑÈ; ~m � äèïîëüíûé ìîìåíò; r � ðàññòîÿíèåìåæäó äèïîëåì è òî÷êîé íàáëþäåíèÿ. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå~B = Cmmr3 [3(~nm � ~nr)~nr � ~nm℄; (A.19)ãäå m = j~mj, ~nm = ~m=j~mj, ~nr = ~r=j~rj.Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî öèëèíäðàÑêðèïò f0m
yl1.m ìîäåëèðóåò ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ, âûçâàííóþ ãîðèçîíòàëü-íûì ìàãíèòíûì öèëèíäðîì.Ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ãîðèçîíòàëüíîãî ìàãíèòíîãî öèëèíäðà äàåòñÿ �îðìó-ëîé V = 2Cm (~m � ~nr)r ; (A.20)ãäå Cm � ðàâíî �0=4� â ñèñòåìå ÑÈ; ~m � äèïîëüíûé ìîìåíò íà åäèíèöó äëèíû;r = j~rj � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì öèëèíäðà è òî÷êîé íàáëþäåíèÿ; ~nr = ~r=j~rj.Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå~B = 2Cmmr2 [2(~nm � ~nr)~nr � ~nm℄; (A.21)ãäå m = j~mj, ~nm = ~m=j~mj.



206 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿA.3.3 Ìîäåëèðîâàíèå ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿÑêðèïò fd0mn1.m ðåàëèçóåò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõâîëí êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì (1-D çàäà÷à) â ïîëóïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåí-íèìè ãðàíèöàìè (íà êîòîðûõ ïàðàìåòðû ñðåäû èñïûòûâàþò ðàçðûâ).Êîìïîíåíòà ïîëÿ ñìåùåíèé ' óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ(�+ 2�)�2'�z2 + �(� + 2�)�z �'�z + f = ��2'�t2 (A.22)è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå (z = 0)�'�z ����z=0 = 0 (A.23)è âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ (z = zi)'jz=zi�0 = 'jz=zi+0; (�+ 2�) �'�z ����z=zi�0 = (�+ 2�) �'�z ����z=zi+0 ; (A.24)ãäå � � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü, � è � � ïàðàìåòðû Ëàìå. Âîëíîâîå ïîëå âîçáóæäà-åòñÿ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì f = Æ(z)f̂ (t); (A.25)ðàñïîëîæåííûì â òî÷êå z = z0.Êóñî÷íî-îäíîðîäíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü ïëàâíóþ íåîäíîðîä-íîñòü âåëè÷èíû E = �+ 2�, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ �îðìóëîéÆE(z) = � ÆE = 0; åñëè jz � ~zj > �;ÆE = Em0:5[1 + 
os(�(z � ~z)=�)℄; åñëè jz � ~zj < �; (A.26)èëè ïëàâíóþ íåîäíîðîäíîñòü ìàññîâîé ïëîòíîñòè �:Æ�(z) = � Æ� = 0; åñëè jz � ~zj > �;Æ� = �m0:5[1 + 
os(�(z � ~z)=�)℄; åñëè jz � ~zj < �; (A.27)ãäå ~z � ïîëîæåíèå öåíòðà íåîäíîðîäíîñòè, � � ïîëóøèðèíà íåîäíîðîäíîñòè,Em è �m � ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíûå âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ E è �.Óïðàæíåíèÿ1. Âû÷èñëèòü âîëíîâîå ïîëå â êóñî÷íî-îäíîðîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå äëÿñëåäóþùåé ìîäåëè ñðåäû è ñõåìû íàáëþäåíèé:ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà � zs = 0:003 êì;ðàñïîëîæåíèå ïðèåìíèêîâ � zr = 0.003, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45,0.5 êì;ðàñïîëîæåíèå ãðàíèö � z=0.3, 0.5, 0.7, 0.9 êì;



A.3. �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ 207óïðóãèå ïàðàìåòðû � E = �+ 2� = 1;ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü � = 1.0, 1.2, 0.8, 1.2, 1.0;øàã ïî âðåìåíè dt =0.001 ñ;âðåìåííàÿ �óíêöèÿ èñòî÷íèêà � èìïóëüñ �èêêåðà ñ ÷àñòîòîé 25 �ö.Íà ðèñ. A.11 ïðåäñòàâëåíû ìîäåëü ñðåäû, âðåìåííàÿ �óíêöèÿ â èñòî÷íèêå èïåðâàÿ òðàññà. Âûïîëíèòü êà÷åñòâåííûé àíàëèç âîëíîâîãî ïîëÿ. Ñåéñìîãðàììà

�èñ. A.11: Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí: çàâèñèìîñòü âîçäåéñòâèÿâ èñòî÷íèêå îò âðåìåíè (à); 1 � �, 2 � �+ 2� (á);ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ âîëí (â); âîëíîâîåïîëå â ïåðâîé òî÷êå íàáëþäåíèÿ (ã).ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. A.12.A.3.4 Äåêîíâîëþöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �èëüòðà ÂèíåðàÑêðèïò p0de
on2.m äàåò ïðèìåð äåêîíâîëþöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì âèíåðîâñêîãî�èëüòðà 3.Äèñêðåòíàÿ ñâåðòêà âåêòîðîâ ~h è ~x (ñì. 3.4) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîìyk = LhXj=0 hjxk�j; k = 0; : : : ; Ly (Ly = Lh + Lx � 1); (A.28)ãäå Lh � äëèíà �èëüòðà ~h, Lx � äëèíà âõîäíîãî ñèãíàëà (âåêòîðà íà âõîäå) ~x.Äèñêðåòíàÿ ñâåðòêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ìàòðè÷íîé �îðìå2666664 y0y1y2...yLy
3777775 = 2666664 x0 0 0 : : : 0x1 x0 0 : : : 0x2 x1 x0 : : : 0... ... ... . . . ...0 0 0 : : : xLx

37777752666664 h0h1h2...hLh
3777775 (A.29)3Â ñâîþ î÷åðåäü �èëüòð Âèíåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàè-ìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ñì. 6.1).
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�èñ. A.12: Ñåéñìîãðàììà.èëè ~y = X~h: (A.30)Åñëè ~y è X � èçâåñòíûå âåëè÷èíû, èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êàâäðàòîâ, íåèç-âåñòíàÿ âåëè÷èíà ~h ìîæåò áûòü íàéäåíà ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéXTX~h = XT~y (A.31)èëè, ââîäÿ ðåãóëÿðèçóþùèé ÷ëåí,(XTX + �I)~h = XT~y; (A.32)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, � � ðåãóëÿðèçóþùèé êîý��èöèåíò.Åñëè òîëüêî îäèí ýëåìåíò âåêòîðà ~y ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0,òî filter ~h is named the Wiener filter. In this 
ase ~x is transformed to ~y = [: : : ; 1; : : :℄by the filter ~h.�àññìîòðèì ïðèìåð ðàáîòû ñêðèïòà p0de
on2.m. Ïóñòü èìååòñÿ ñåéñìîãðàì-ìà èç ï. A.3.3 (ñì. óïðàæíåíèå ê ï. A.3.3, ðèñ. A.12) ñ äîïîëíèòåëüíûì øó-ìîì. Ïîñòàâèì çàäà÷ó óìåíüøèòü îòíîøåíèå øóì/ñèãíàë è ïðèáëèçèòü �îð-ìó ñèãíàëîâ íà ñåéñìîãðàììå ê Æ-�óíêöèè. Íà ðèñ. A.13 ïðåäñòàâëåí �ðàãìåíòñåéñìîãðàììû èç ðèñ. A.12 ñ äîáàâëåíèåì øóìà ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì(N(0; �Am), ãäå �=0.1, Am � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà íàñåéñìîãðàììå). Íà ðèñ. A.14 èçîáðàæåí �ðàãìåíò ñåéñìîãðàììû, ïðåäñòàâëåí-íîé íà ðèñ. A.13, ïîñëå äåêîíâîëþöèè.
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�èñ. A.13: Ôðàãìåíò ñåéñìîãðàììû èç ðèñ. A.12 ñäîáàâëåíèåì íåêîððåëèðîâàííîãî øóìà ñ íîðìàëüíûìðàñïðåäåëåíèåì.

�èñ. A.14: Äåêîíâîëþöèÿ ñåéñìîãðàììû, ïðåäñòàâëåííîé íàðèñ. A.13.



210 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿÓïðàæíåíèÿÂûïîëíèòü äåêîíâîëþöèþ ñåéñìè÷åñêîãî ïîëÿ:áåç äîáàâëåíèÿ øóìà (sig1=sig2=0);ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðåãóëÿðèçóþùåãî êîý��èöèåíòà � (ñì. �îðìóëó (A.32))( ïðè eps1=2.0, 1.0, 0.5);ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ óðîâíÿ øóìà (sig1=sig2=0.5, 0.1).A.3.5 Êîëè÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà�Ëåêàìà (ñì. 5.2, 6.5, 7.1) äëÿ òî÷å÷íîãîîöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ~� ãåî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (s
ript p0mg1.m ). Â êà÷åñòâåïðèìåðà ðàññìîòðèì òåëà ñ âåðòèêàëüíîé íàìàãíè÷åííîñòüþ:íèòü ïîëþñîâ fk(~�) = 2Mhh2 + (xk � �)2 ~� = fM;h; �g; (A.33)íèòü äèïîëåé fk(~�) = 2M [h2 � (xk � �2)2℄[h2 + (xk � �)2℄2 ; ~� = fM;h; �g; (A.34)ïîëþñ fk(~�) = M(2h2 � x2k)(h2 + x2k)5=2 ; ~� = fM;hg; (A.35)äèïîëü fk(~�) = Mh(h2 + x2k)3=2 ; ~� = fM;hg; (A.36)ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò, h � ãëóáèíà, � � ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà �óíêöèèfk(~�).Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ê àääèòèâíîé ìîäåëè ýêñïå-ðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëàuk = fk(~�) + "k (~u = ~f(~�) + ~"); (A.37)ñîäåðæàùåé íåêîððåëèðîâàííóþ íîðìàëüíóþ øóìîâóþ êîìïîíåíòó "k (N(0; �)),ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó îöåíèâàíèÿ âåêòîðà èñêîìûõ âåëè÷èí~� = (�1; : : : ; �S). Ñíà÷àëà âûáèðàåòñÿ âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ~�0 äëÿ âåêòîðàèñêîìûõ âåëè÷èí ~�, çàòåì ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. 7.1)~C�~�(1) = ~d; (A.38)ãäå ds = 1�2 "(~u� ~f(~�))T � ~f(~�)��s #�����~�=~�(0) ;~
ss0 = 1�2 � ~fT (~�)��s �����~�=~�(0) � ~f(~�)��s0 �����~�=~�(0) ;s = 1; : : : ; S



A.3. �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ 211è âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ~̂�(1) äëÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ~�~̂�(1) = ~�(0) +�~�(1): (A.39)Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè âûïîëíåíû ïîðîãîâûå óñëîâèÿ, íà-ïðèìåð, j��̂(n)s =�̂(n)s j � 10�2 � 10�3: (A.40)Ïðèìåð ïîäîáíîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîëÿ èç �îðìóëû (A.33) ïðåä-ñòàâëåí íà ðèñ. A.15 äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ:x=-4:0.1:4; % òî÷êè íàáëþäåíèÿ

�èñ. A.15: Èëëþñòðàöèÿ êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè.Ìîäåëüíîå ïîëå áåç øóìà (à), ñ øóìîì (á), ìîäåëüíîå ïîëå(1) è ïîëå (2), îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì ïàðàìåòðàì (â),ñðàâíåíèå ìîäåëüíîãî ïîëÿ è ïîëÿ îáúåêòà ñ ïàðàìåòðàìè,ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå îöåíèâàíèÿ (ã).m=1; % ìàãíèòíûé ìîìåíòh=1; % ãëóáèíàxi=0.0; % ðàñïîëîæåíèå âîññòàíàâëèâàåìîãî îáúåêòàxm=0.0; % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øóìàs=0.1; % ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå øóìàm0=0.5; % íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà mh0=1.5; % íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà hxi=0.; % íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà xieps_m=1.0e-5; % ïîðîãîâîå óñëîâèå äëÿ meps_h=1.0e-5; % ïîðîãîâîå óñëîâèå äëÿ hÂûõîäíûìè äàííûìè ñêðèïòà p0mg1.m ÿâëÿþòñÿ îöåíêè âåëè÷èí M è h, ìàò-ðèöà Ôèøåðà è îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà.ÓïðàæíåíèÿÈñïîëüçóÿ ñêðèïò p0mg1.m, âûïîëíèòü ñëåäóþùèå çàäàíèÿ äëÿ ìîäåëåé (A.33) �(A.36) (îáðàòèòü âíèìàíèå íà âåëè÷èíû ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ôèøåðà è îáðàòíîé



212 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿê íåé ìàòðèöû):1. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâM è h ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ ñòàíäàðòíîãîîòêëîíåíèÿ (íàïðèìåð, � =0.1, 0.2, 0.3).2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðè ðàçëè÷íûõ âåëè÷è-íàõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé M è h.3. Âûïîëíèòü ìîäåëèðîâàíèå ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå òî÷åê íàáëþäåíèÿ (íà-ïðèìåð 10, 20, 50, 100).A.3.6 Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿÑêðèïò p0mg2.m ðåàëèçóåò àëãîðèòì êà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè (ñì. 5.2) ��ñèãíàë è øóì (H0) èëè øóì (H1)�), îñíîâàííûé íà êðèòåðèè îòíîøåíèÿ àïîñòå-ðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé (ñì. 8, 8.2) äëÿ ìîäåëåé ñèãíàëîâ èç �îðìóë (A.33)�(A.36).Â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîãî íîðìàëüíîãî øóìà òàêîé êðèòåðèé çàïèñûâàåòñÿâ ñëåäóþùåì âèäå:� = ln P (1)P (0) + 12�2 h~uT~u� (~u� ~f1)T (~u� ~f1)i : (A.41)Åñëè � � 0, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H1 (�øóì�). Åñëè � < 0, òî ïðèíèìàåòñÿãèïîòåçà H0 (�ñèãíàë è øóì�).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëüíàÿ �óíêöèÿ f1(~�) îòëè÷àåòñÿ îò �èñòèííîé� �óíê-öèè f1(~�+�~�). Òàêîå îòëè÷èå çàäàåòñÿ îòêëîíåíèåì �~� �èñòèííûõ� ïàðàìåòðîâ~� +�~� îò èõ ïðåäïîëàãàåìûõ çíà÷åíèé ~�.

�èñ. A.16: Èëëþñòðàöèÿ êà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè.Ìîäåëüíîå ïîëå f1(~�) (1) è �èñòèííîå� ïîëå f1(~� +�~�) (2)(à), ìîäåëüíîå ïîëå ñ íåêîððåëèðîâàííûì øóìîì (á),çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà � (â) è íîðìèðîâàííîãî ïàðàìåòðà �(ã) îò âåëè÷èíû øóìà.Ïðèìåð êà÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè äëÿ ïîëÿ (A.33) äåìîíñòðèðóåòñÿ íàðèñ. A.16 ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé âõîäíûõ äàííûõ:



A.3. �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ 213x=-4:0.1:4; % òî÷êè íàáëþäåíèÿm=1; % ìàãíèòíûé ìîìåíòh=1; % ãëóáèíàxi=0.0; % ïîëîæåíèå îáúåêòàddm=0.0; % îòêëîíåíèå mddh=0.0; % îòêëîíåíèå hddxi=0.2; % îòêëîíåíèå xixm=0.0; % ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå øóìàp0=0.5; % àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòàs=0.1; % íà÷àëüíîå ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå äëÿ øóìàs1=s:0.4:4; % âåëè÷èíû ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé äëÿ øóìàÓïðàæíåíèÿÈñïîëüçóÿ ñêðèïò p0mg2.m, âûïîëíèòü äëÿ ìîäåëåé (A.33) � (A.36):1) ìîäåëèðîâàíèå äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ øóì/ñèãíàë(ïåðåìåííàÿ s1);2) ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ðàñõîæäåíèÿ �~� àðãóìåíòîâ ìî-äåëüíîé �óíêöèè è �èñòèííîãî� ïîëÿ;3) ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè, íàïðè-ìåð, p0=0,25; 0,5; 0,75;4) ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà òî÷åê íàáëþäåíèÿ (íà-ïðèìåð 10, 20, 50, 100).A.3.7 Äè�ðàêöèîííàÿ òîìîãðà�èÿÑêðèïò dt0mn1.m ðåàëèçóåò ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîññòàíîâëåíèÿ (îïðåäå-ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ) íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû ìåòîäîì äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè(ñì. 10).Ïðÿìàÿ çàäà÷à íà ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí (1-D) â îäíîðîäíîì ïðî-ñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì ïëàâíîå âîçìóùåíèå ïàðàìåòðîâ ñ ðàçìåðîì ïîðÿäêàäëèíû âîëíû, ðåøàåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà âîë-íîâîãî ïîëÿ ' óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ (A.22) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (A.23), (A.24). Âîññòàíîâëåíèå âîçìóùåíèéïàðàìåòðîâ �, � è � îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè ïî ñëå-äóþùåìó àëãîðèòìó.Åñëè ââåñòè òîìîãðà�è÷åñêèå �óíêöèîíàëû p� è pE, ñâÿçàííûå ñ âåëè÷èíàìè� è E = �+ 2� ñîîòâåòñòâåííî:p�(z; zs; zr; t) = � 1Z0 'out(z; zr; t� �) �2�t2'in(z; zs; �)d�;



214 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿpE(z; zs; zr; t) = � 1Z0 ��z'out(z; zr; t� �)�� ��z'in(z; zs; �)d�; (A.42)è èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå Áîðíà, òî ðàññåÿííîå (èëè ðàçíîñòíîå) ïîëå �',ïîðîæäåííîå íåîäíîðîäíîñòüþ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�' � ZL (pEÆE + p�Æ�)dl; (A.43)ãäå zs è zr � ïîëîæåíèå èñòî÷íèêà è òî÷êè íàáëþäåíèÿ; 'in � âîëíîâîå ïîëå,ãåíåðèðóåìîå èñòî÷íèêîì; 'out � âîëíîâîå ïîëå, ãåíåðèðóåìîå ðàñïîëîæåííûì âòî÷êå íàáëþäåíèÿ �èñêóññòâåííûì� èñòî÷íèêîì ñ âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ Æ(t);L � îáëàñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû; ÆE, Æ� � èñêîìûå âåëè÷èíû(âîçìóùåíèå E è � îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ñðåäû).Åñëè, íàïðèìåð, ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì Æ� � 0 è îïðåäåëåíèþ ïîäëåæèòòîëüêî ÆE, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (A.43) ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíî êàê ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèéP~ÆE = ~Æ'; (A.44)ãäå ~ÆE � èñêîìûé âåêòîð, à ~Æ' � ðàçíîñòíîå ïîëå.Îäíà èç ïðîñòûõ ñõåì ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(A.44) ñîñòîèò â ðåøåíèè ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:(P 0P + "D0D)~ÆE = P 0~Æ'; (A.45)ãäå " � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, D � íàïðèìåð, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.�àññìîòðèì ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñëåäóþùåé ìîäåëè:zs = zr = 0:003 êì;� = 1, E = 1, v =pE=� = 1;èñêîìàÿ íåîäíîðîäíîñòü çàäàåòñÿ �îðìóëîéÆE(z) == � ÆE = 0; åñëè jz � ~zj > �;ÆE = Em0:5[1 + 
os(�(z � ~z)=�)℄; åñëè jz � ~zj < �; (A.46)ãäå ~z � ðàñïîëîæåíèå öåíòðà íåîäíîðîäíîñòè, � � ïîëóøèðèíà íåîäíîðîäíîñòè,Em � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ E.~z = 0:3 êì, � = 0:03 êì, Em = 0:3; èìïóëüñ �èêêåðàF (!) = � !!0�2 expn� !!0�2o expf�2�i!=!0g (A.47)



A.3. �åøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ 215ñ äîìèíèðóþùåé ÷àñòîòîé !0 = 25 �ö; èíòåðâàë L âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâñðåäû L = 0:21 � 0:39 êì; ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè " = = 10�5.�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè ñðåäû è ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà-äà÷è äàíî íà ðèñ. A.17 è ðèñ. A.18 ñîîòâåòñòâåííî. �åçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ

�èñ. A.17: Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí è âîëíîâîå ïîëå â ïåðâîéòî÷êå íàáëþäåíèÿ. Ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ òà æå, ÷òîè íà ðèñ. A.11.

�èñ. A.18: Ñåéñìîãðàììà äëÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ (êì): 0.003,0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5.ïàðàìåòðîâ íåîäíîðîäíîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. A.19.Óïðàæíåíèÿ1. Èñïîëüçóÿ ñêðèïò dt0mn1, èññëåäîâàòü òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåò-ðà E ìåòîäîì äè�ðàêöèîííîé òîìîãðà�èè â çàâèñèìîñòè îò êîíòðàñòíîñòè èðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè (íàïðèìåð, E = 0:05; 0:1; 0:2; 0:5 � = 0:01; 0:02; 0:03; 0:04).



216 Ïðèëîæåíèå A. Êîìïüþòåðíûå óïðàæíåíèÿ

�èñ. A.19: Âîññòàíîâëåíèå âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòèðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû: 1 � ìîäåëüíåîäíîðîäíîñòè; 2 � ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ.2. Îöåíèòü âëèÿíèå øóìîâûõ îòêëîíåíèé â èñõîäíûõ äàííûõ íà êà÷åñòâîâîññòàíîâëåíèÿ íåîäíîðîäíîñòè.
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